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绪 论 


rT 数学 是 一 个 完全 自 成 体系 的 知识 领域 ， 也 是 一 个 航 为 宽 
广 的 知识 领域 。 我 们 知道 ， 客 观 世 界 的 任何 事物 都 存在 数量 
关系 和 它 的 空间 形式 ， 人 类 的 实践 活动 需要 了 解 各 种 事物 的 


数量 关系 和 空间 形式 ， 因此 , 数 尖 有关 生 和 发 展 ， 始终 孝 转 屋 


是 研究 数 和 证 的 关系 的 部分 划 为 代数 学 的 范 睹 凡是 研究 形 
和 它 的 关系 的 部 分 ， 划 为 几何 学 的 范 蜂 。 但 是 数 和 形 并 不 是 
互 不 相关 的 ,而 是 相互 联系 的 有 机 整体 。 十 七 世纪 以 后 ,人 们 
把 常数 推广 到 变数 ,并 且 出 现 了 解析 几何 ,数学 的 发 展 进入 了 
一 个 新 的 发 展 时 期 。 数 和 形 更 密切 地 连 在 一 起 ， 把 代数 学 和 
几何 学 沟通 了 起 来 ,又 形成 了 函数 概念 和 微 积分 方法 ,出 现 了 
分 析 数 学 。 可 以 说 ,代数 学 .几何 学 ,分 析 数 学 就 是 近代 数学 
， ”的 三 大 主干 。 
数学 从 它 的 研究 对 象 和 方法 来 说 ， 它 是 一 门 高 度 概 括 性 
。 的 科学 ,具有 自己 的 特征 。 趣 象 性 是 它 的 第 一 个 特征 :数学 思 
维 的 正确 性 表现 在 逻辑 的 严 遭 性 上 ， 所 以 搬 确 仁 是 它 的 第 二 
个 特征 ;应 用 的 广泛 性 是 它 的 第 三 个 特征 。 
生产 的 发 展 需要 数学 ， 同 时 也 推动 数学 的 发 展 。 现 代 化 一 


大 生产 和 多 种 多 样 的 科学 实验 活动 ， 提 出 了 许多 新 的 研究 课 
题 ， 这 些 课题 需要 各 种 学 科 的 共同 配合 才能 解决 。 不 俄 是 物 
理学 ,化 学 越 来 越 多 地 需要 数学 ,在 生物 学 以 及 距离 数学 更 远 
的 社会 科学 中 也 广泛 地 应 用 数学 方法 ， 甚 至 历史 学 的 雁 究 也 
在 讨论 如 何 运 用 数学 方法 的 问题 ， 这 样 就 促使 数学 分 成 了 许 
多 分 支 。 由 于 各 学 科 之 效 相 互 渗透 、 交 叉 和 综合 的 瘤 势 ,所 以 
又 形成 了 许多 外 转学 科 和 边缘 学 科 。 进 入 到 本 世纪 ， 数 学 家 
提出 了 许多 精简 数学 的 新 观点 和 新 方法 ， 有 的 人 提出 以 “ 群 ” 
的 观点 来 统一 几何 学 , 以 “ 格 ?的 观点 来 统一 代数 学 ;也 有 人 提 
出 以 公理 系统 作为 统一 数学 的 基础 ， 以 结构 概念 把 数学 统一 
成 一 个 整体 ,等 等 。 总 而 言 之 ,数学 研究 的 范围 仍 在 不 断 地 扩 
大 ,不 断 地 深入 , 正 莲 茵 勃 勤 地 迅速 发 展 着 。 

这 里 简单 地 谈 一 点 关于 数学 的 发 展 问题 。 数 学 在 提出 问 
题 和 解答 问题 方面 ,已 经 形成 了 一 门 特殊 的 科学 ,数学 的 进 一 
步 发 展 ,主要 产生 了 于 解答 前 人 遗留 下 来 的 未 能 解决 的 问题 ,以 
及 当前 在 数学 .其 他 学 科 、 科 学 技术 方面 提出 的 问题 。 在 数学 
的 发 展 史上 ,有 很 多 的 例子 可 以 说 明 ,数学 问题 是 
主要 源泉 。 数 学 工作 者 为 了 解答 这 些 问 题 ， 要 花费 较 大 的 力 
复 和 半 间 ,尽管 对 一 些 问题 已 经 能 够 解决 ,还 有 一 些 问题 仍然 
没有 得 到 解答 ， 然 而 在 这 个 过 程 中 ， 他 们 创立 了 不 少 的 新 轿 
念 .新 理论 和 新 方法 ,往往 比 问题 本 身 的 成 果 更 有 价值 。 

现在 许多 方面 都 需要 数学 工具 ,这 是 因为 数学 的 抽象 ,使 
外 表 完 全 不 同 的 问题 之 间 有 了 深刻 的 联系 ， 扩 大 了 数学 的 用 
场 。 近 半 个 世纪 以 来 ， 数 学 的 成 果 在 数量 上 有 了 极为 可 观 的 


增长 ,具有 特殊 的 崭新 思想 的 青年 数学 家 不 断 出 现 ,研究 人 员 
的 数字 也 大 大 地 增加 了 。 历 史上 积累 起 来 ， 一 代 一 代 传 下 来 
的 数学 ,必须 更 加 简化 和 统一 ,使 数学 尽 可 能 多 地 解释 世界 和 
自然 规律 的 纷 佐 繁杂、 千变万化 的 客观 特征 。 数 学 科学 必 将 
更 趋 繁 荣 。 

一 切 科学 、 技 术 的 发 展 都 需要 数学 ,因此 数学 又 是 一 门 基 
础 学 科 ， 它 在 科学 发 展 中 的 地 位 和 作用 是 十 分 重要 的 。 但 是 
就 大 多 数 人 来 说 ,数学 方面 所 学 到 的 知识 却 是 很 有 根 的 ,基本 
上 只 学 到 中 世纪 以 前 的 数学 ， 对 于 近世 发 展 起 来 的 现代 数学 
研究 得 很 少 ， 对 于 本 世纪 迅速 发 展 起 来 的 各 个 数学 分 支 更 是 
知道 得 不 多 。 正 是 有 鉴于 此 ， 这 人 一 本 书 想 向 广大 读者 介绍 数 
学 主要 分 支 的 发 展 情况 、 研 究 的 主要 内 容 和 应 用 范围 ,特别 是 
要 介绍 近代 数学 各 主要 分 支 的 一 般 知识 。 

在 这 本 书 里 ,几乎 找 不 到 数学 定理 的 证 明 , 也 没有 数学 难 
题 。 一 本 数学 书 里 竟然 没有 这 些 ， 这 是 什么 原因 呢 ? 道理 十 
分 简单 ,因为 本 书 是 为 那些 需要 了 解数 学 的 一 般 知识 ,或 者 对 
数学 有 兴趣 ,但 是 还 没有 相当 的 数学 修养 ,或 者 是 没有 足够 的 
多 余 时 间 去 阅读 数学 专业 书籍 的 广大 读者 写 的 。 当 然 ， 即 使 
是 已 经 学 过 数学 专业 书籍 的 读者 ,也 不 芒 浏览 一 下 这 本 书 , 因 
为 在 这 本 不 太 摩 的 书 里 ,包括 了 绝 大 部 分 数学 分 支 的 内 容 , 方 
法 ,意义 .物质 基础 和 发 展 趋势 ,也 可 以 从 中 了 解 到 许多 数学 
分 支 的 知识 。 如 果 读 者 对 其 中 某 一 部 分 知识 有 兴趣 ,需要 更 详 
细 地 热 悉 它 们 ,那么 就 请 另 读 有 关 的 专 站 著作 , 因为 本 书 不 是 
数学 的 专门 论著 ,更 不 是 数学 专业 的 教科 书 。 


数学 从 产生 ,发 展 到 现在 ,已 成 为 分 支 众多 的 学 科 了 。 接 
照 数学 发 展 历 史 的 形成 和 它 所 研究 的 对 象 来 辽 分 ， 有 人 分 成 
初等 数学 (研究 常量 的 数学 ) 高 等 数学 (研究 变量 的 数学 ) 和 
现代 数学 (研究 各 种 变化 着 的 量 的 相互 关系 和 联系 的 数学 ); 
按照 数学 本 身 任务 和 它 的 作用 来 区 分 ， 有 入 分 成 基础 理论 数 
学 和 应 用 数学 。 本 书 不 讨论 各 种 分 法 ， 只 着 限于 把 各 个 主要 
分 支 的 产生 和 发 展 ,研究 的 主要 内 容 的 基本 概念 ,应 用 范围 等 


作 一 般 的 介绍 。 


一 最 早 的 数学 一 一 算术 


算术 的 产生 和 发 展 
(一 ) 

算术 是 数学 中 最 基础 各 最 初等 的 部 分 ,上 过 小 学 的 人 ,部 
学 过 算术 。 

“算术 "这 个 词 ， 在 我 国 古 代 是 全 部 数学 的 统称 。 至 于 几 
何 , 代 激 等 许多 数学 分 支 学 科 的 名 称 ,都 是 后 来 很 晚 的 时 仍 才 
有 的 。 举 例 来 说 ,两 干 多 年 前 ,我 国有 一 部 十 分 重要 的 数学 专 
门 著作 ,全 书 共 分 九 章 ,第 一 章 方 男 , 讲 分 数 四 则 算法 和 平面 
形 求 面积 法 ;第 二 章 聚 米 , 讲 粮 食 交易 中 的 简单 比例 问题 ;第 
三 章 衰 分 , 讲 比例 分 配 问 题 ! 第 四 章 少 广 , 讲 开 平方 租 开 立方 
问题 ;第 五 章 离 功 , 讲 立 体形 体积 问题 ;第 六 章 均 输 , 讲 比 较 复 
条 的 算术 问题 ;第 七 牵 盈 不 足 , 讲 盘 亏 类 问题 的 解法 ;第 八 章 
方程 , 讲 多 元 一 次 方程 组 解法 和 正 负数 } 第 九 章 勾 身 , 讲 色 股 
定理 的 运用 和 有 有 关 测 是 的 问题 。 从 内 容 可 以 看 出 ， 书 里 不 但 
包含 了 类 似 于 现在 的 算术 内 容 ， 而 且 还 包含 了 儿 何 知识 和 初 
等 代数 知识 , 书 的 名 称 却 叫做 < 九 章 算术 。 . 

< 九 章 算 术 * 是 什么 人 编 的 ? 编 于 什么 时 代 ? 目前 部 没有 
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可 靠 的 考证 。 人 们 根据 书 中 所 举 的 事例 分 析 ， 认 为 许多 事例 
都 是 汉代 初 年 以 前 的 ,四 此 ,有 人 认为 这 部 书 的 编写 年 代 应 读 
在 汉 初 以 前 。 这 部 书 可 能 不 是 一 个 人 的 独创 ， 而 是 经 过 历代 
数学 家 删改 增 编 而 成 的 。 据 记载 ， 汉 初 的 张 营 〈? -前 152) 
和 鸯 寿 昌 ( 约 前 一 世纪 ) 都 对 < 九 章 算术 > 作 过 删 补 增订 的 工 
作 。 这 也 说 明 ,“ 算 术 ? 这 个 词 ,至 迟 在 两 于 年 前 就 作为 全 部 数 
学 的 名 称 而 通用 了 。 

在 国外 ,系统 地 整理 前 人 数学 知识 的 书 , 要 算是 希腊 的 欧 
多 里 得 ( 约 前 330- 前 275) 的 < 几何 原本 最早。 几何 原本 ?全 
书 共 十 五 卷 ， 后 两 养 是 后 人 增补 的 。 全 书 中 大 部 分 是 属于 几 
何 的 知识 ,在 第 七 \ 八 . 九 卷 中 专门 讨论 数 的 性 质 和 运算 ,属于 
算术 的 内 容 。 现 在 拉丁 文 的 “算术 ”这 个 词 是 arithmetica， 
它 就 是 由 希腊 文 的 “ 数 和 数 ( 音 团 ,sha) 数 的 技术 "变化 和 耐 来 
的 。 

(=) 

关于 算术 的 产生 ,还 是 要 从 数 谈 起 。 数 是 用 来 表 这 .讨论 
数量 问题 的 ， 有 各 种 不 同类 型 的 是 ,也 就 随 着 产 生 下 名 种 不同 
类 型 的 数 。 远 在 古代 文化 发 展 的 最 初 阶段 ， 了 由 于 计算 事物 的 
个 数 的 需要 ,就 产生 工 最 答 单 的 自然 数 的 概念 ,如 1,2., 3， 
5 ee 

自然 数 的 一 个 特点 是 由 不 可 分 割 的 个 体 组 成 的 。 比 如 我 
们 说 树 和 羊 这 两 种 事物 ,如 果 说 有 两 棵 树 ,就 是 一 樟树 又 一 棵 
树 ; 刘 果 说 有 三 只 举 ; 芯 站 一 只 羊 一 只 羊 地 数 个 数 , 共 三 只 。 但 
是 不 能 说 有 半 棵 树 或 宪 半 只 羊 ， 半 棵 树 或 者 半 只 羊 充 其 时 只 


能 算是 木材 或 者 羊肉 ,而 不 能 算 作 树 或 者 羊 。 同 样 地 , 抒 自 然 
数 “1” 一 分 为 二 ,或 者 再 分 成 更 多 的 部 分 , 那 就 不 再 是 自然 数 ， 
而 是 分 数 了 。 分 数 是 对 另 一 种 类 型 的 量 的 分 割 而 产生 的 ， 比 
如 ,长 度 就 是 一 种 可 以 无 限 地 分 割 的 量 , 可 表示 这 些 景 ,只 有 
自然 数 是 不 够 用 的 ,这 样 就 产生 了 分 数 。 

自然 数 和 分 数 都 具有 不 同 的 性 质 ，、 数 和 数 之 间 也 有 不 同 
的 关系 ,计算 这 些 数 ,就 产生 了 加 、 减 、 配 , 除 的 方法 ;这 四 种 方 
该 硬 做 相 则 运算 。 

把 数 和 数 的 性 质 、 数 和 数 之 间 的 四 则 运算 在 应 用 过 程 中 
的 经 验 积累 起 来 ,并 加 以 整理 ,就 形成 了 最 古 者 的 一 门 数学 ， 
这 就 是 算术 。 


(三 》 
在 算术 的 发 展 过 程 中 ,由 于 实践 和 理论 上 的 要 求 ,提出 了 
许多 新 问题 ,在 解决 这 些 新 间 题 的 过 程 中 , 古 舞 术 从 尖 个 方面 
得 到 了 进一步 的 发 展 。 
一 方面 ,在 研究 自然 数 四 则 笑 算 电 * 发 现 只 有 除法 比较 揽 
。 有 的 能 驯 除 尽 ，- 有 的 除 不 仿 , 有 的 数 可 以 分 解 有 的 数 不 
pe 1 的 公约 数 ,有 些 数 没有 大 于 1 的 公约 
数 。 为 了 寻求 这 些 数 的 规律 ， 从 而 发 展 成 为 专门 研究 数 的 性 
质 , 陪 离 了 古 算术 而 独立 的 一 个 数学 分 支 , 思 做 获 数 论 : 或 叫 
做 初等 数论 ,并 在 以 后 又 有 新 的 发 展 。 在 本 书 中 的 “数论 "部 
分 ,我 们 将 负 加 介绍 。 
另 一 方面 ， 在 吉 算 林 中 也 讨论 各 种 类 型 的 应 用 问题 ,以 及 
对 这 些 问 题 的 各 种 解法 。 在 长 期 的 研究 中 ， 很 自然 地 就 会 启 


发 人 们 寻求 解 这 些 应 用 问题 的 一 般 方法 。 也 就 是 说 ， 能 不 能 
找到 一 般 的 更 为 普遍 适用 的 方法 来 解 同 类 型 的 应 用 问题 ， 于 
是 发 明了 抽象 的 数学 符号 ， 从 而 发 展 成 为 数学 的 另 一 个 古老 
的 分 支 ,就 是 初等 代数 。 


关于 算术 的 内 容 


(一 ) 
数学 发 展 到 现代 ,算术 不 再 是 数学 的 一 个 分 支 ,通常 提 到 
算术 ， 只 是 作为 小 学 里 的 一 个 教学 科目 。 小 学 里 设 这 门 课 的 
且 的 是 要 使 学 生理 解 和 掌握 数量 关系 和 空间 形式 的 最 基础 的 
知识 ,能 够 正确 地 ,迅速 地 进行 整数 ,小 数 和 分 数 的 四 虽 运 算 ， 
初步 了 解 现代 数学 中 的 某 些 最 简单 的 思想 ， 具 有 初步 的 逻辑 
大 维 能 力 和 空间 观念 ， 并 能 够 运用 所 学 的 知识 解决 日 常生 活 
和 生产 中 的 简单 的 实际 问题 。 同 时 ,在 我 们 的 学 校 里 ,结合 数 
学 教学 内 容 对 学 生 进行 思想 政治 教育 。 、 
我 们 在 这 里 把 算术 列 成 第 一 个 分 支 ， 主 要 是 想 强调 在 古 
代 全 部 数学 就 叫做 算术 , 现代 的 代数 学 .数论 等 最 初 就 是 由 算 
六 发 展 起 来 的 。 后 来 , 算 学 ,数学 的 梳 念 出 现 了 , 它 代 状 了 原 
来 算术 的 含义 ,包括 了 全 部 数学 ,算术 就 变 成 一 个 分 支 了 。 因 
此 ,也 可 以 说 算术 是 数学 最 古老 的 分 支 。 
(=) 
现代 小 学 数学 的 具体 内 容 , 基 本 上 还 是 古代 算术 的 知识 
仍然 是 自然 数 ,分 数 和 小 数 的 性 质 和 四 则 运算 。 出 就 是 说 , 古 
代 算 术 和 现代 算术 的 许多 内 容 大 体 上 是 相同 的 。 对 于 现代 小 


学 里 的 算术 ,许多 读者 都 学 习 过 也 都 十 分 熟悉 ,这 里 就 不 再 作 
介绍 了 。 

现代 算术 和 证 代 算 术 也 还 存在 着 区 别 ,它们 的 不 同 点 ,可 
以 提出 以 下 几 个 方面 ， 

首先 ， 算 术 的 内 容 是 古代 的 成 人 包括 数学 家 所 研究 的 对 
象 ,现在 这 些 内容 已 变 成 了 少年 儿童 的 数学 。 

其 次 ,在 现代 小 学 数学 里 ,总 结 了 长 期 以 来 所 归结 出 来 的 
基本 运算 性 质 , 就 是 加 法 、 科 胰 法 的 交换 律 和 结合 律 ,以 及 乘法 
对 加 法 的 分 配 律 , 这 宇 条 基本 运算 定律 "采信 是 小 学 数学 里 所 
学 习 的 数 的 运算 的 重要 性质 ,也 是 整个 数学 里 ,特别 是 代数 学 
里 着 重 研 究 的 主要 性 质 。 

第 三 ,在 现代 的 小 学 数学 里 , 还 孕育 着 近代 数学 里 的 集合 
和 子 数 @@ 等 数学 基础 概念 的 思想 。 比 如, 和, 差 . 积 商 的 变 
化 , 数 和 数 之 间 的 对 应 关系 ,以 及 比 和 比例 等 。 

第 四 ,现在 小 学 数学 里 ,还 包含 有 十 六 世纪 才 出 现 的 十 进 
小 数 和 它们 的 四 则 运算 。 应 当 提 出 的 是 十 进 小 数 不 是 一 种 新 
的 数 , 小 数 被 看 作 吓 一 种 特殊 的 分 数 , 就 是 分 母 是 10 的 方 竺 


的 分 数 的 另 一 种 写法 ， 比 如 ，0.3 就 是 证，1.24 就 是 -3 六 ， 


0， 001 就 是 二 等 。 


中 集合 和 函数 的 解释 详 见 本 书 三 ,七 两 章 。 


二 初等 代数 


“代数 ”的 由 来 
《一 》 

在 算术 里 积累 了 大 量 的 各 种 数量 问题 的 解法 以 后 ， 为 了 
导 求 有 系统 的 ,更 普遍 的 方法 解决 各 种 教 重 关系 的 问题 ,于 是 
产生 了 以 解 方程 的 原理 为 中 心 的 初等 代数 。 

那么 ， 什 么 是 代数 ? 代数 这 个 名 称 是 谁 最 先 提 出 和 使 用 
的 ? 代数 又 包含 里 些 肉 容 呢 ? 

这 些 问题 似乎 很 简单 ,许多 人 都 能 作出 回答 。 所 谓 代数 ， 
顾名思义 就 是 指 用 符号 来 代表 数字 进行 计算 的 一 种 数学 方 
法 。 

“代数 ”这 个 词 ,作为 一 个 数学 专 有 名 词 ,代表 一 门 数 学 分 
支 在 我 国正 式 使 用 , 拔 早 是 在 1859 年 。 那 年 , 清 代 数学 家 李 
善 兰 (1811-1882) 和 英国 人 伟 烈 亚 力 (1815-1887) 共 同 翻 译 了 
英国 人 棣 么 甘 (1806-1871) 所 写 的 一 本 书 ， 译 本 的 名 称 圳 做 
< 代数 学 ,代数 的 名 称 就 从 此 开始 使 用 了 。 当 然 ,代数 的 内 容 
和 方法 ,我国 古代 早 就 产生 了 。 比 如 ,4 九 章 算术 > 中 就 有 方程 
问题 ， 那 就 是 代数 学 的 内 容 。 这 里 所 讲 的 意思 只 是 说 “代数 ” 
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这 个 名 称 在 我 国 使 用 比较 晓 。 

“代数 学 ”在 拉丁 文中 是 algebra, 它 是 由 阿拉 伯 文 翻译 
过 来 的 。 说 来 有 有趣 ,这 里 还 有 一 段 曲 折 的 历史 哩 ! 

大 约 在 九 记 纪 ,有 一 个 花 刺 子 模 (现在 的 中 亚细亚 鸟 半 别 
克 境 内 ) 人 ， 叫 做 穆罕默德 ， 伊 本 稳 斯 阿尔" 花 刺 子 模 
(原音 是 花 制 子 并 人 的 儿子 稳 罕 默 德 )， 是 一 个 数学 家 和 天 文 
学 家 , 写 了 一 本 书 , 书 名 是 “ilm al 一 Jabr w’al muqabala” 
原意 是 “还 原 ( 或 移 项 ) 和 取消 (或 对 消 ) 的 科学 "。 由 阿拉 伯 文 
译 成 拉丁 文 的 时 候 ，“al 一 Jabr” 变 成 了 “algebra”, 后 面 的 
“Ww'al muqabala” 又 被 人 忘记 了 。 传 来 传 去 ,最 后 就 剩 下 现 
在 的 “algebra”。 在 拉丁 文 由 ,“algebra" 的 原意 也 可 解释 成 
“方程 的 科学 ”。 李 善 兰 和 伟 烈 亚 力 翻译 的 时 候 , 把 它 谋 成 < 代 
数学 ”, 从 那 时 候 起 ,“algebra” 在 中 文 里 就 是 “代数 学 ”了 。 

{=) 
代数 居 由 算术 发 展演 变 而 来 ， 这 是 毫 无 疑问 的 * 至 于 什 


面 是 可 供 考证 的 史料 不 足 ! 另 一 方面 是 代数 学 这 个 术语 的 活 
义 不 同 ,产生 的 年 代 也 就 不 同 。 

为 什么 代数 酒 义 不 同 就 会 有 不 同 的 产生 年 代 呢 * 举例 来 
说 ,如 果 你 提出 的 “代数 学 ”是 指 的 解 ax*+bx+e=0 这 类 用 
符号 表示 的 方程 的 技巧 ,那么 ,这 种 代数 学 是 在 十 六 世纪 才 发 
组 起 来 的 。 

如 果 我 们 对 代数 符号 不 是 要 求 象 现在 这 样 简练 ,那么 , 代 
数学 的 产生 还 可 以 上 诗 到 更 旱 的 年 代 。 西 方 人 一 直 把 希腊 数 
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学 家 习 落 都 ( 约 三 世纪 ) 看 作 是 代数 学 的 右 祖 ， 认 为 他 是 最 早 
使 用 记号 来 表示 未 知 数 的 人 。 其 实 ， 我 国 比 刁 洲 都 生活 年 代 
更 早 得 多 的 年 代 ,就 有 了 用 文字 来 表达 的 代数 ,西方 人 把 这 种 
方法 叫做 “修辞 的 "和 位 置 的 代数 学 。 前 面 讲 过 ,< 九 章 算术 > 
的 第 八 章 “方程 ,就 讲述 了 正 数 和 负数 ,讲述 了 多 元 一 次 方程 
组 的 解法 ,这 些 和 现代 的 初等 代数 的 内 容 是 相同 的 ,不 过 当时 
没有 使 用 符号 来 表示 就 是 了 。 
初等 代数 的 内 容 和 方法 
(一 ) 

初等 代数 的 中 心 内 容 是 解 方程， 因而 长 期 以 来 都 把 代数 
学 理解 成 解 方程 的 科学 ， 数 学 家 们 也 把 主要 精力 集中 在 方程 
的 研究 上 。 

要 讨论 方程 ， 首 先 过 到 的 一 个 问题 是 如 何 把 实际 中 的 数 
量 关系 组 成 代数 式 ， 然 后 根据 等 量 关 系列 出 方程 。 所 以 初等 
代数 的 又 一 个 重要 内 容 就 是 代数 式 。 由 于 事物 中 的 数量 关系 
的 不 同 ,天 体 上 说 来 ,初等 代数 形成 了 整 式 . 分 式 和 根 式 这 三 
大 类 代数 式 。 这 些 代数 式 是 数 的 概念 的 化 身 ,因而 在 代数 中 ， 
它们 者 可 以 进行 四 则 运算 ,并 且 了 服从 基本 运算 定律 ,而 且 还 可 
以 进行 乘 方 和 开 齐 黄 种 新 的 运算 。 通 常 把 这 六 种 运算 叫 微 代 
数 运 算 , 以 区 别 于 只 包含 四 种 运算 的 算术 运算 。 

我 们 知道 ,方程 是 一 个 等 式 ,所 以 解 方 程 就 高 不 开 等 式 的 
基本 性 质 。 第 一 个 性 质 是 等 式 的 两 边 同时 加 (或 减 ) 同 一 个 
数 ,仍然 相等 。 第 二 个 性 质 是 等 式 的 两 边 同 时 秉 ( 或 除 ) 一 个 
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不 等 于 零 的 数 ,仍然 相等 。 解 方程 的 时 候 , 除 了 应 用 这 两 个 等 
式 的 基本 性 质 以 外 ,有 时 还 需要 在 等 式 两 边 进行 运算 ,就 要 用 
到 五 条 基本 运算 定律 。 如 果 是 高 次 方程 ， 还 得 用 到 三 条 指数 
的 运算 性 质 或 者 叫做 指数 律 ,就 是 

oa, 

(a™) "=a", 

{ab) "= arb", (asb*o) 
其 中 mse 可 以 是 任意 整数 或 分 数 ,就 是 有 理 数 。 

(=) 

在 初等 代数 的 产生 和 发 展 的 过 程 中 ， 通 过 对 解 方程 的 研 
究 ， 也 促进 了 数 的 概念 的 进一步 发 展 。 因 为 只 有 算术 里 所 讨 
论 的 整数 和 分 数 ,那么 象 

xt+ 2=0 (1) 
这 样 十 分 简单 的 方程 也 没有 解 。 很 明显 , (1) 的 解 是 z 一 一 2， 
而 一 2 不 属于 算术 层 所 研究 的 数 的 范围 。 或 者 说 ， 如 果 你 只 
认识 算术 里 的 数 ， 当 你 看 到 一 2 这 个 数 的 时 候 ， 就 会 少见 多 
怪 。 所 以 需要 把 数 的 概念 扩充 到 有 理 数 ， 使 数 包括 正 、 负 整 
数 、 正 负 分 数 和 零 (不 属于 正 数 也 不 属于 负数 的 中 性 数 ) 。 这 
是 初等 代数 的 又 一 重要 内 容 ,就 是 数 的 概念 的 扩充 。 
。 有 了 有 理 数 ;方程 (1) 就 可 以 求解 了 。 但 是 象 下 面 的 方程 
3 一 2 =0 (2) 
在 有 理 数 范围 内 仍然 没有 解 。 在 初等 代数 中 ， 数 的 概念 再 一 
次 扩充 到 实数 ， 包 括 全 体 有 理 数 和 无 理 数 。 这 时 候 ,方程 (2) 
在 实数 范围 内 就 有 解 ,*= 士 V3 。 为 了 使 方程 


ee ee ee 


Xa+ 2=0 {3) 
世 有 解 , 数 的 概念 又 扩充 到 复数 ,就 是 4+ 本 形式 的 数 。 其 中 
4\5 是 任意 实数 ,se 叫做 实数 部 分 , 当 5 夺 0 的 时 候 ,bi 叫做 虑 数 
部 分 ,b 思 做 虚数 部 分 的 系数 ,叫做 匣 数 单位 :2a= 一 1。 也 就 
是 说 复数 包括 全 体 实数 和 建 数 。 有 了 复数 的 概念 ,方程 (3) 就 
有 和解 x= 士 V231。 
(三) 
现在 接着 上 面 所 说 的 ,继续 提出 这 样 一 个 问题 ,在 复数 范 
图 内 是 不 是 仍然 有 的 方程 没有 解 ， 还 必须 把 复数 再 进行 扩充 
呢 ? 
我 们 说 ,不 会 有 这 种 情况 ,任何 代数 方程 在 复数 范围 总 是 
有 解 的 。 这 就 是 代数 里 的 一 个 著名 的 定理 ， 叫 做 代数 基本 定 
理 所 保 证 的 。 这 个 定理 简单 地 说 就 是 x 次 方程 有 n 个 根 。1742 
年 12 月 15 日 瑞士 数学 家 了 欧 勒 (1707-1783) 曾 在 一 封 信 中 央 
确 地 作 了 陈述 ,后 来 男 一 个 数学 家 ,德国 的 高 斯 (1777-1855) 
也 给 出 了 严格 的 证 明 。 据 说 “代数 基本 定理 ?这 一 名 称 可 能 就 
是 高 斯 提出 来 的 。 
按照 “代数 基本 定理 "从 解 方程 这 个 意义 来 说 ， 数 的 概念 
扩充 到 复数 就 够 用 了 。 
现在 把 上 面 分 析 过 的 内 容 综合 起 来 ， 租 成 初等 代 雪人 
太 内 容 训 ,三 各 数 一 有 于 娄 (包括 数 数 实数 和 复数! 三 
种 式 一 一 整 式 ,分 式 和 根 式 ! 中 心 内 容易 点 程 一 整 式 方程、 
分 式 方程, 根 式 (或 叫做 无 理 ) 广 各 和 方程 组 ( 包 据 二 元 一 次 广 
程 组 ,三 元 一 次 方程 组 和 三 元 二 次 方程 组 )。 
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关于 现代 的 初等 代数 
《一 ) 

初等 代数 的 内 容 和 方法 ,许多 读者 在 中 学 里 都 学 习 过 ,和 
算术 的 情况 一 样 ,这 里 不 再 单独 介绍 ,作为 本 章 的 结束 , 仅 提 
出 下 面 三 点 以 供 参考 。 

第 一 ,初等 代数 的 内 容 大 体 上 相当 于 现代 中 学 设置 的 代 
数 课 程 的 内 容 , 但 是 又 不 完全 相同 。 这 就 是 说 ,中 学 代数 课程 
里 包含 着 从 纯 代数 观念 来 看 不 属于 代数 学 的 内 容 。 比 如 ， 严 
格 地 说 , 数 笋 概念 , 提 列 和 旨 他 应 站 入 算术 的 范围 男 数 应 该 
是 分 析 数 学 中 的 内 容 :不 和 式 的 解 夺 有 点 名 角 方 各 的 方法 ,但 
是 不 等 式 作为 一 种 估算 数值 的 工具 ， 本 所 上 是 属于 分 析 数 学 
的 范围 ! 坐 标 法 是 研究 媚 析 几何 学 的 工具 ,等 等 。 上 凡是 不 属于 
几何 学 课程 内 容 的 ,现在 都 归并 入 代数 学 课程 ,这 种 传统 的 编 
排 方法 ,完全 是 历史 上 形成 的 。 

第 二 ,初等 代数 是 算术 的 继续 和 推广 。 概 括 地 说 ,初等 代 
数 研究 的 对 象 是 代数 式 的 运算 和 方程 的 求解 。 代 数 运算 包括 
加 法 ,乘法 , 习 方 ,以 及 它们 的 逆 运 算 , 威 法 ,除法 , 开 方 。 这 些 
运算 施行 于 数 和 字母 上 ， 这 里 的 字母 都 代表 有 理 数 或 者 实数 
或 者 复数 。 以 上 这 些 运 算 , 实 质 上 就 是 用 来 解决 方程 的 问题 。 
代数 运算 的 特点 是 只 进行 有 限 次 的 运算 。 它 们 都 适合 下 面 五 


全 ”分析 数 学 是 数学 的 一 个 重要 的 部 门 ， 以 函数 作为 研究 对 象 ， 包 括 许 多 
分 支 ,如 微 积分 学 , 实 变 函 数论 . 复 变 函数 论 . 活 图 分 析 等 。 各 分 支 悄 况 , 详 见 后 
面 各 章 。 
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条 基本 运算 定律 ， 
atb=bta, 
(at+h)+c=at (b+e), 
ab=ba, 
{ab)c=a(be), 
a(b+e)=abtace, 
也 适合 三 条 指数 律 
Ananantn, 
《an 
(ab) "=a'b", 
如 果 青 深 上 两 条 等 式 的 基本 性 质 ， 


(加 法 交换 律 ? 
{加 法 结合 律 》 
(乘法 交换 律 ) 
(乘法 结合 律 》 

{分配 律 》 


如 果 a=5, 那么 at+c=b+ecy 
如 果 4a=5, 那么 ac=bco(c 志 0) 
那么 ， 全 部 初等 代数 总 起 来 就 有 十 条 规则 。 这 是 学 习 初等 代 


数 需 要 理解 并 掌握 的 要 点 。 


第 三 ,初等 代数 或 者 中 学 代数 课程 的 中 心 内 容 , 都 是 关于 
解 方程 的 问题 ,学 过 中 学 代数 的 人 应 该 记得 ,方程 的 研究 是 从 
一 个 只 含 一 个 未 知 数 的 一 次 方程 开始 的 ， 然 后 从 两 方面 去 发 
展 。 一 方面 ， 讨 论 含 有 两 个 未 知 数 的 两 个 一 次 方程 组 成 的 方 
程 组 ,以 及 含有 三 个 未 知 数 的 三 个 一 次 方程 组 成 的 方程 组 ; 另 
一 方面 ,研究 一 个 只 含 一 个 未 知 数 的 二 次 方程 ,以 及 可 以 化 成 
二 次 方程 的 特殊 类 型 的 高 次 方程 。 解 前 一 类 的 方程 组 的 基本 
思想 是 “ 消 元 ”, 就 是 把 三 个 未 知 数 的 化 成 两 个 未 知 数 的 ,再 把 
两 个 未 知 数 的 化 成 只 含 一 个 未 知 数 的 一 元 一 次 方程 。 解 后 一 


后 


类 的 高 次 方程 的 基本 思想 是 “ 降 次 *， 就 是 把 例如 三 次 方程 化 
成 二 次 方程 ， 再 把 二 次 方程 化 成 一 次 方程 。 这 两 个 发 展 方向 
的 进一步 发 展 ， 就 是 未 知 数 更 多 的 一 次 方程 组 和 未 短 数 的 次 
数 更 高 的 高 次 方程 的 研究 ,这 时 候 ,代数 学 已 由 初等 代数 向 着 
高 等 代数 的 方向 发 展 了 。 


三 高 等 代数 


什么 是 高 等 代数 ? 


(一 ) 
前 面 提 到 ,初等 代数 从 最 简单 的 一 元 一 次 方程 开始 ,一 方 
面 进而 讨论 二 元 及 三 元 的 一 次 方程 组 ， 另 一 方面 研究 二 次 以 
及 可 以 化 成 二 次 的 方程 。 沿 着 这 两 个 方向 继续 发 展 ， 代 数 讨 
” 论 任 意 多 个 未 知 数 的 一 次 方程 组 ， 一 次 方程 组 也 叫做 线性 方 
程 组 y 闻 时 研究 次 数 更 高 的 一 元 方程 。 发 展 到 这 个 阶段 的 代 
数 ,叫做 高 等 代数 。 
高 等 代数 是 代数 学 发 展 到 高 级 阶段 的 总 称 ， 它 包括 许多 
分 支部 门 。 现 在 ， 高 等 代数 也 作为 一 门 基础 课 在 大 学 阶段 开 
设 , 大 学 里 开设 的 高 等 代数 ， 一 般 包 括 两 大 部 分 ,一 部 分 则 做 
线性 代数 初步 ,一 部 分 叫做 多 项 式 代数 。 
(=) 
高 等 代数 在 初等 代数 的 基础 上 研究 对 象 进一步 扩充 ， 引 
进 了 和 通常 的 数 很 不 相同 的 量 、 这 些 量具 有 和 数 相 类 似 的 运 
-一 算 的 特点 ;研究 的 和 运算 的 方法 都 更 加 繁复 。 
高 等 代数 引进 了 许多 新 的 概念 ， 有 一 些 将 在 后 耐久 述 的 
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时 候 ,给 予 必要 的 介绍 。 这 里 简单 地 介绍 几 个 最 基本 的 概念。 

.集合 也 叫做 焦 。 具 有 某 种 属性 的 事物 的 标 生 加 从 认 否 < 
组 成 集合 的 每 个 事物 叫做 这 个 集合 的 元 素 。 现 在 习惯 上 一 般 
都 用 英文 大 写字 母 4、B,C 等 来 分 别 表示 某 一 个 集合 ， 用 小 
写字 母 ,be 等 来 分 别 表示 荣 个 集合 中 的 某 个 元 素 ， 并 且 用 
记号 *E”( 读 作 *“ 属 子 ") 和 记号 <“ 生 "( 读 作 “ 不 属于 9) 来 表示 元 
素 跟 集合 的 关系 。 比 如 , 如 果 a 是 集合 4 的 元 素 ， 就 说 = 属 
于 4 , 记 成 vE .4 如 果 5 不 是 集合 的 元 素 ， 就 说 5 不 属于 
妃 , 记 成 5 全 B。 

向 量 迪 叫 微 条 量 ,具体 地 说 ,除了 数值 还 具有 方向 的 量 叫 
艇 向 量 。 比 如 ， 一 个 有 方向 的 直线 段 就 是 向 是 。 向 最 通常 用 


> > > > > 

世 、 户 、 克 等 来 于 示 。 内 县 的 数值 的 绝对 值 叫 向 量 亿 的 模 
> 

或 者 长, 记 成 | 引 。 记 表示 了 的 单位 商量 ,也 就 是 人 |- 1 。 


和 如果 向 量 的 模 等 于 零 , 这 个 向 量 叫做 零 向 量 。 向 量 还 有 分 莉 ， 
比如 , 平面 上 的 一 个 点 由 两 个 有 次 序 的 实数 (*,9 来 确定 , 空 
间 上 的 一 个 点 由 三 个 有 次 序 的 实数 (x,y,*) 来 确定 ， 那 么 ,有 
许 实 数 集合 (%, 拉 、(x,#\z) 等 叫做 向 量 , 每 个 向 量 中 的 实数 
就 叫做 疝 量 的 分 量 。 

襄 量 空间 也 叫做 线性 空间 ， 这 是 高 等 代数 中 的 一 个 基本 
概念 。 由 许多 向 量 组 成 一 个 集合 ， 对 集合 中 的 元 来 都 规定 了 
“运算 的 规则 ,， 这 样 的 集合 就 昌黎 向 量 空间 。 应 当 注 意 的 是 在 
商量 空间 中 ,运算 的 对 象 已 经 不 只 是 数 ; 丙 是 向 量 , 因 此 ,关于 
数 的 运算 俐 质 ,部 分 地 保持 有 效 ， 而 主要 的 部 分 却 是 不 同 的 。 
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(至 ) 
代数 学 的 发 展 历史 告诉 我 们 ， 在 研究 高 次 方程 的 求解 癌 
题 上 ,许多 数学 家 走 过 了 一 段 颠 不 平坦 的 路 途 ,付出 了 恨 辛 的 
劳动 ,为 代数 学 的 发 展 作出 了 贡献 。 
我 们 都 知道 ,如 果 方 程 是 一 次 的 , 它 的 形式 是 
ax+b=0, (a0) 


那么 , 它 的 解 就 是 
b 


一 一 全 
oa 


对 于 任意 系数 的 一 元 二 次 方程 
CIMX2 十 BY 十 C 一 个 {ax0) 
的 解 的 公式 是 


7 一 tb de 
2 


关于 三 次 方程 ,我 国 在 七 世纪 ， 得 到 了 一 般 的 近似 解法 ， 
这 点 在 唐 朝 数学 家 王 孝 通 所 编 的 < 缉 古 算 经 ?中 就 有 叙述 。 到 
了 十 三 世纪 ， 宋 代数 学 家 秦 九 前 (1202-1261) 在 他 所 落 的 < 数 
书 九 章 > 这 部 书 的 * 正 负 开 方术 ”里 ,充分 研究 了 数字 高 次 方程 
的 求 正 根 法 ,也 就 是 说 , 秦 九 部 那 时 候 已 得 到 了 高 次 方程 的 一 
般 解 法 。 但 是 ,在 西方 ,直到 十 六 世纪 初 文艺 企 兴 时 代 ， 意 大 
简 的 数学 家 才 发 现 了 三 次 方程 

+px+4q=0 

的 解 的 公式 ,这 个 公式 通常 叫做 卡 当 公 式 ; 就 是 


下 /了 YE + ys 加 
* NW 2 Yt 2 4 +27 


在 数学 史上 ， 据 传 这 个 公式 是 意大利 数学 家 塔 他 里 亚 
《1500-1557) 首先 得 到 的 。 塔 他 里 亚 是 一 个 自学 成 材 的 数学 
家 工程师, 会 计 师 。 他 写 过 不 少 关 于 数学 、 筑 城 术 、 火 药 制 
法 .商业 算术 等 著作 。 塔 他 里 亚 原名 是 冯 塔 那 , 他 幼年 时 代 正 
磁 上 意 ,法 两 国 发 生 战 争 ， 他 的 家 乡 被 法 军 占领 ,他 的 脸 部 被 
法 军用 军刀 砍 伤 , 伤 愈 后 ,语言 失灵 ,说 起 话 来 有 些 口 吃 , 别 人 
就 给 他 起 了 一 个 绰号 叫做 * 塔 他 里 亚 ”, 意 大 利 语 的 意思 是 “局 
吃 者 ”。 

1535 年 2 月 22 日 , 他 在 米兰 和 别人 竞赛 解 三 次 方程 的 
题目 ,竞赛 双方 各 出 30 道 题目 给 对 方 做 , 谁 解 得 最 多 最 快 , 谁 
就 获胜 。 竞 赛 开始 后 , 两 小 时 之 内 ， 塔 他 里 亚 解 完了 所 有 30 
道 题 ,对 方 却 一 道 也 没有 解 出 来 。 装 胜 后 , 塔 他 里 亚 经 过 进 一 
步 探 索 ， 终 于 找到 了 三 次 方程 的 一 般 解法 。 他 的 解法 一 直 保 
密 不 肯 公 布 出 来 。 后 来 ， 意 大 利 米兰 地 区 的 数学 家 卡 当 
(1501-1576) 得 知 塔 他 里 亚 研 究 并 得 到 了 这 个 三 次 方程 的 解 
的 公式 ,就 守信 给 塔 他 里 亚 , 央 求 把 这 个 公式 告诉 他 。 塔 他 里 
亚 在 卡 当 的 答 三 央求 下 ,提出 要 卡 当 绝 对 保守 秘密 , 卡 当 答应 
了 这 个 条 件 , 塔 他 暴 亚 把 公式 告诉 了 卡 当 。 但 是 ,后 来 卡 当 违 
彰 了 自己 的 诺言 ， 把 这 个 公式 发 表 在 他 自己 的 著作 里 。 所 以 
直到 现在 ， 人 们 还 是 把 这 个 公式 叫做 卡 当 公 式 , 其 实 , 它 应 该 
叫做 塔 他 里 亚 公 式 。 

三 次 方程 被 解 出 后 ， 一 般 的 四 次 方程 很 快 就 被 意大利 的 
弗 拉 利 〈1522-1560) 解 出 。 这 就 很 自然 地 促使 数学 家 们 继续 
努力 寻求 五 次 以 及 五 次 以 上 的 高 次 方程 的 解 的 公式 。 遗 久 的 
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是 这 个 问题 虽然 耗费 了 许多 数学 家 的 时 间 和 精力 ， 一 直 持 续 
了 长 达 三 个 世纪 ,都 没有 得 到 解决 。 

到 了 十 盛世 纪 初 ,挪威 的 一 位 青年 数学 家 阿 贝尔 《1802- 
1829) 证 明了 五 次 或 五 次 以 上 的 方程 不 可 能 有 代数 解 。 阿 由 
尔 的 这 个 断言 并 不 是 说 这 样 的 方程 没有 解 、 而 是 说 五 次 或 五 
次 以 上 的 方程 的 解 ,不 可 能 象 一 次 ` 二 次 .三次 方程 的 解 那样 ， 
用 方程 的 系数 通过 加 , 碱 , 莱 、 除 、 乘 方 , 开 方 这 些 代数 运算 表 
示 出 来 。 稍 为 具体 的 说 法 是 ， 如 果 一 个 方程 的 次 数 xz> 5 的 
时 候 , 那么 ， 由 这 个 方程 各 项 的 系数 alyoaycs'…e 组 成 的 根 
式 不 可 能 是 这 个 方程 的 根 。 

阿 贝尔 的 这 个 证 明 不 但 比较 难 ， 而 且 也 还 没有 回答 每 一 
个 具体 的 方程 是 否 可 以 用 代数 方法 求解 的 问题 。 

后 来 ,五 次 或 五 次 以 上 的 方程 不 可 能 有 代数 解 的 问题 ,由 
法 国 的 一 位 青年 数学 家 分 罗 华 〔1811-1832) 彻底 地 解决 了 。 
伯 罗 华 20 岁 的 时 候 ， 因 为 积极 参加 法 国资 产 阶 级 革命 活动 ， 
章 两 次 被 捕 入 狱 ,1832 年 4 月 , 他 出 狱 不 久 , 便 在 一 次 私人 决 
斗 中 死去 , 死 的 时 候 才 21 岁 。 临 死 前 他 预料 自己 难以 摆脱 迈 
亡 的 命运 ,所 以 曾 连 夜 给 朋友 写 信 , 仓 促 地 把 自己 生平 的 数学 
研究 心得 扼要 写 出 ， 并 附 以 论文 的 手稿 。 他 在 给 他 的 朋友 会 
瓦 利 叶 的 信 中 说 道 ,“ 我 在 分 析 方面 作出 一 些 新 发 现 。 有 些 是 
关于 方程 论 的 。 有 些 是 整 函数 的 。…… 公 开 请 求 雅 可 比 
《1804-1851) 或 高 斯 ,不 是 对 于 这 些 定理 的 正确 性 而 是 对 于 它 
的 重要 性 发 表意 见 。 其 次 ， 我 希望 将 来 有 人 发 现 消除 所 有 这 
些 混 乱 对 他 们 是 有 益 的 。” 佣 罗 华 死 后 ,按照 他 的 遗愿 ,会 瓦 利 
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叶 把 他 的 信 发 家 在 < 百科 评论 > 中 。 他 的 论文 手稿 过 了 14 年 ， 
才 由 刘 维 尔 (1809-1882) 主 办 的 刊物 «纯粹 与 应 用 数学 杂志 > 
给 也 发 表 , 题 目 是 < 关于 方程 用 根 号 解 的 条 件 的 记录 >( 也 有 的 
书 译作 “ 论 方程 的 根 式 可 解 性 条 件 ”) , 刘 维 尔 并 作 序 向 数学 界 
推荐 。 

伽 罗 华 虽然 十 分 年 轻 ,但 是 他 在 数学 史上 作出 的 贡献 ,不 
仅 解决 了 几 个 世纪 以 来 一 直 没有 解决 的 高 次 方程 的 代数 解 的 
问题 ， 更 重要 的 是 他 在 解决 这 个 问题 的 过 程 中 引入 了 一 个 
“ 群 " 的 概念 ,开辟 了 代数 学 的 一 个 内 新 的 领域 ,直接 影响 着 代 、 
数学 研究 方法 的 变革 。 从 此 ， 代 数学 不 再 以 方程 理论 为 中 心 
内 容 ,转向 代数 结构 的 性 质 的 研究 ,促进 了 代数 学 进一步 的 新 
发 展 。 


(四 ) 

五 次 或 者 五 次 以 上 的 高 次 方程 不 能 用 代数 解 ， 但 是 在 力 
学 、 物 理学 和 科学 技术 部 门 中 的 许多 问题 却 常常 要 求 出 高 次 
方程 的 解 。 而 且 从 实用 上 来 团 , 即 使 象 三 次 方程 有 解 的 公式 ， 
由 于 形式 繁杂 ， 实 用 价值 也 不 大 。 于 是 数学 家 转 而 考 瑟 高 次 
代数 方程 的 近似 解 。 在 这 方面 得 到 了 许多 高 次 方程 的 数值 解 
法 ， 现 在 是 旬 于 计算 数学 这 一 分 支 的。 常用 的 有 瑞士 数学 家 
斯 图 姬 (1808-1885) 提 出 的 斯 图 姆 方法 ,我 国 数学 家 秦 九 痢 提 
出 的 秦 九 韶 方法 ,俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793-1856) 提 出 
的 罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 。 

斯 图 姆 方法 可 以 确定 高 次 方程 的 解 的 个 数 ， 还 可 以 确定 
每 个 解 所 在 的 区 间 , 从 而 可 以 计算 出 所 有 的 解 。 


秦 九 部 方法 在 国外 叫做 霍 纳 (1786-1831) 方 法 ,或 者 叫做 
埠 纳 - 鲁 非 尼 (1765-1822) 方 法 。 霍 纳 是 美国 人 ,1819 年 ;他 在 
英国 息 家 学 会 宣读 了 他 的 论文 < 用 连续 过 近 法 解 所 有 阶 的 数 
字 方 程 的 新 方法 >, 他 的 这 个 方法 , 鲁 非 尼 早 在 1804 年 就 得 到 
了 ,但 是 没有 公开 发 表 ， 所 以 后 来 有 人 只 把 它 叫 做 雷 纳 方法 。 
其 实 , 仪 纳 方法 和 我 国 的 素 九 韶 方 法 完全 一 样 , 素 九 前 在 1247 
年 他 所 著 的 < 数 书 九 章 > 中 ,已经 发 表 了 这 个 算法 , 比 才 纳 要 早 
五 百 多 年 。 

罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 可 以 直接 求 出 所 有 解 的 近似 值 ， 包 括 
复数 解 ,而 且 不 需要 事先 把 解 区 分 出 来 ,但 是 需要 进行 很 复杂 
的 计算 。 

关于 上 述 几 种 方法 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 书籍 ,这 里 
就 不 具体 介绍 了 。 


多 项 式 代 数 
{—) 

多 项 式 是 一 类 最 常见 、 最 简单 的 效 数 ， 它 的 应 用 非常 广 
话 。 多 项 式 理论 是 以 代数 方程 的 根 的 计算 和 分 布 作为 中 心 
的 ， 所 以 也 叫做 方程 式 论 。 关 于 多 项 式 的 一 些 重要 定理 和 方 
法 ,不 仅 在 解决 实际 问题 的 时 候 常 常会 用 到 ,而 四 在 进一步 学 
习 代 数 以 及 其 他 学 科 的 时 候 , 也 经 常会 碰 到 。 

关于 多 项 式 的 基本 概念 , 可 以 这 样 叙 述 : 设 * 是 一 个 变 
量 ,n 是 一 个 非 负 整 数 。 象 下 面 这 样 的 表示 式 ， 

ax Ga 1X" 1 十 十 GM 十 Ge (1) 
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叫做 区 的 一 个 多 项 式 。 式 子 中 的 ev ear- etao 痢 是 常 
数 ,叫做 多 项 式 ( 1 ) 的 系数 ; asx" 叫做 多 项 式 ( 1 ) 的 #8 次 项 } 
后 叫做 # 次 项 的 系数 。 因 为 象 (1 ) 式 这 样 的 多 项 式 只 包含 
一 个 变量 ， 所 以 叫做 一 元 多 项 式 。 如 果 ( 1 ) 式 中 的 系数 a、 
or- val 都 是 整数 或 者 有 理 数 , 那么 ,(1) 式 就 叫做 整 系 
数 或 者 有 理 系数 多 项 式 。 

多 项 式 常用 f(x) ,g(x) 、.F(z)、…… 等 来 表示 ,如 

f(xX) = anx" + a "iT et GX+ aoo 

有 时 候 甚至 简单 地 用 fg,F,…… 等 来 岩 示 。 并且 用 f(a)、 
1(5) 才 示 多 项 式 f(x) 当 x 二 a.x 二 b 时 候 的 值 。 如 果 Tc) =0， 
就 把 < 叫做 多 项 式 fx) 的 一 个 根 或 者 地点 。 

如 果 两 个 多 项 式 (x)} 和 g(x) 的 同 次 项 的 系数 全 相等 ,就 
说 f(x) 和 g(*) 相 等 , 记 作 f(x) = g(x)。 

(=) 

研究 多 项 式 理论 ,主要 在 于 探讨 代数 方程 的 性 质 ,从 而 寻 
求 简易 的 解 代数 方程 的 方法 。 两 个 多 项 式 相 除 的 结果 不 一 定 
是 多 项 式 ， 这 点 说 明 多 项 式 的 除法 显得 特别 重要 。 比 如 有 两 
个 多 硕 式 f(*) 和 g(x), 如 果 有 另外 一 个 多 项 式 4(*) ,使 得 

f(x)=a(x) g(x), 

就 说 fx) 能 被 95(z) 整 除 (或 者 除 尽 ) 。 这 种 情况 下 ， 通 常 把 
fx) 电 做 g(x) 的 一 个 售 式 ;把 g(x) 叫做 用 x) 的 一 个 因 式 。 

现在 一 般 都 用 “g(x)|f(x)” 玉 表示 9(x) 能 整除 (或 者 除 
尽 》 f(x), 用 “g(x) 十 f(x)” 来 宕 示 g(x*) 不 能 整除 f(x)。 

多 项 式 的 整除 性 质 对 于 解 代数 方程 是 很 有 用 处 的 。 解 代 
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数 方程 ,无 非 是 求 对 应 的 多 项 式 的 零点 ， 零 点 不 存在 的 时 候 ， 
对 应 的 代数 方程 就 没有 解 。 
(三 ) 

多 项 式 代数 所 研究 的 内 容 ， 包 括 整 除 性 理论 、 最 大 公 因 
式 , 因 式 分 解 定理 , 重 因 式 等 等 。 这些 内 容 大 体 上 和 中 学 代数 
里 的 内 容 相 局 ， 下 面 简 单 介绍 关于 最 大 公 因 式 和 重 因 式 这 两 
个 概念 。 

我 们 已 经 知道 如 果 多 项 式 9(x) 既 是 f(x) 的 因 式 ， 又 是 
且 刘 的 因 式 ,那么 g(x) 就 叫做 f(x) 和 h(x*) 的 一 个 公 因 式 。 

假设 F(x) 和 g(x) 是 两 个 多 项 式 ， 如 果 有 一 个 多 项 式 
d(x) 满 足下 面 两 个 条 件 ， 

第 一 ,4(x) 是 F(x) 和 4(x) 的 公 因 式 ， 

第 二 ,F(x) 和 4&(x) 的 任何 公 因 式 都 是 d(x) 的 因 式 。 
这 样 就 把 dx) 叫做 F(x) 和 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 。 

最 大 公 因 式 有 一 个 很 重要 的 性 质 ， 也 是 多 项 式 的 定理 之 
一 :假设 d(x) 是 多 项 式 F(x) 和 (x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 那 
么 ,d(z) 一 定 可 以 表示 成 F(x) 和 q(x) 的 组 合 ,也 就 是 说 可 以 
找到 多 项 式 u(x) 和 v(x) ,使 得 

d(x)—=u(x) F(x) + v(x) g(r) 

任意 一 个 多 项 式 f(x) 总 有 以 下 两 类 明显 的 因 式 : 非 零 常 
数 c 以 及 f(x) 的 非 零 常数 倍 cf(x)。 如 果 除 此 以 外 不 再 有 其 
他 因 式 ,那么 ,这 样 的 多 项 式 就 叫做 不 可 约 的 ;不 然 的 话 ,就 叫 
做 是 可 约 的 。 

现在 , 我 们 假设 多 项 式 p(x) 是 不 可 约 的 7(x) | f(x)， 

26 


而 r(x) 二 1x) ,如果 4 二 0 ， 那 么 (x) 根 本 不 是 了 x) 的 因 
式 3 如 果 = 1 那么 (x) 叫做 有 (%) 的 单 因 式 :如果 >1, 那 么 
纯 (2 叫做 大 区 的 重 因 式 。 

多 项 式 还 有 许多 重要 的 定理 和 方法 ， 读 者 可 以 参阅 有 关 
高 等 代数 的 教科 书 。 


线性 代数 初步 
人) 
我 们 知道 一 次 方程 叫做 线性 方程 ,讨论 线性 方程 的 代数 ， 
就 叫做 线性 代数 。 在 线 任 代数 初步 中 ， 最 重要 的 内 容 是 行列 
式 和 矩阵 。 
如 果 我 们 要 解 "(z 是 自然 数 ) 个 未 知 数 的 * 个 线性 方程 
组 成 的 方程 组 ,方程 组 的 解 仅仅 和 未 知 数 的 系数 有 关 , 而 和 未 
知 数 本 身 所 代表 的 事物 并 没有 关系 。 举 例 来 说 , 在 方程 3x 一 
24 中 ， 它 的 解 z= 8 。 当 x 表示 购买 水 果 的 斤 数 的 时候， 每 
斤 水 果 3 角 , 那 么 2 元 4 角 就 可 以 买 水 果 8 斤 ;如 果 仍 旧 用 这 
个 方程 来 求 买 3 角 工 尺 的 布 ,那么 2 元 4 角 就 可 以 买 布 8 尺 。 
也 就 是 说 ,未 知 数 > 中 可 以 表示 水 果 的 帮 数 ,也 可 以 表示 布 的 
尺 数 ,或 者 表示 其 他 的 事物 。 但 是 += 8 和 水 果 、 布 等 这 些 具 
体 事 物 是 没有 关系 的 ， 它 完全 由 系数 3 和 24 决定 。 因 此 ,在 
解 方程 组 
YX 十 有 8 十 C4z 一 而 ， 
Qaxt + bayt caz = Ads, 
GaX + bay+ caz— ds 
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的 时 候 , 我 们 无需 去 考 若 未 知 数 x、y 和 z， 而 只 注意 它们 的 系 
数 。 可 以 把 这 些 系数 从 方程 组 中 按 原 来 的 次 序 分 离 出 来 ， 组 
成 一 个 数 才 ( 或 叫做 式 子 ), 这 个 数 走 叫 敌 行列 式 。 如 

a 有 oy 

oa b cs 

a ba Cs 
就 是 一 个 行列 式 。 为 什么 叫做 行列 式 呢 ? 请 看 它 的 横 排 各 有 
3 个 数 ,叫做 行 ; 竖 排 也 各 有 3 个 数 ,叫做 列 ; 行 列 式 就 由 此 得 
名 。 象 这 样 具 有 3 行 3 列 的 行列 式 , 叫 做 三 阶 行列 式 ? 如 果 有 
8 行 8 殉 的 就 吓 做作 阶 行列 式 :一 般 地 有 ? 行 ? 列 的 ,就 叫做 
工 阶 行列 式 。 

行列 式 的 概念 最 早 是 由 十 七 世纪 日 本 数学 家 关 孝 和 
(1642-1708) 提 出 来 的 ， 他 在 1683 年 写 了 一 部 叫做 “ 解 伏 题 
之 法 ?的 著作 ， 标 题 的 意思 是 “ 解 行列 式 问题 的 方法 ”* 书 里 对 
行列 式 的 概念 和 它 的 展开 已 经 有 了 清楚 的 叙述 。 了 欧洲 第 一 个 
提出 行列 式 的 是 德国 的 数学 家 莱 布 尼 茨 (1646-1716), 汪 布 尼 
贡 1693 年 才 提出 。 员 然 也 是 各 自 提 出 的 , 但 是 时 间 上 却 有 先 
有 后 。 十 九 世纪 ,德国 数学 家 雅 可 比 于 1841 年 总 结 并 提出 了 
行列 式 的 系统 理论 。 
行列 式 有 一 定 的 计算 规则 ， 利 用 行列 式 可 以 把 一 个 线性 
方程 组 的 解 玫 示 成 公式 ,因此 行列 式 是 解 线性 方程 组 的 工具 。 
但 是 在 应 用 上 ,有 它 的 局 限 性 , 当 线 人 性 方程 组 中 未 知 数 的 个 数 
多 于 或 少 于 方程 的 个 数 的 时 候 , 行 列 式 这 个 工具 就 不 适用 了 。 
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行列 式 可 以 把 一 个 线性 方程 组 的 解 表示 成 公式 ， 也 就 是 
说 行列 式 代表 着 一 个 数 。 比 如 ， 前 面 所 举 的 行列 式 就 可 以 表 
示 成 


人 a Cl 
a by ca |=abacstasbec + orbics 
as bs ca —cibaas — csbaas — cabiGao 


把 a.5.c 的 具体 数 代 入 公式 ,就 可 以 算出 得 数 ,这 个 数 就 是 行 
列 式 所 代表 的 数 。 
(=) 

因为 行列 式 要 求 行 数 等 于 列 数 ， 排 成 的 数 表 总 是 正方 形 
的 ,研究 它 的 特点 ,又 发 现 了 矩阵 的 理论 。 和 矩阵 也 是 一 些 数 排 
成 行 和 列 的 数 表 ， 如 果 行 和 列 相等 的 ， 这 种 数 表 就 是 正方 形 
的 ,可 以 叫做 方 阵 ; 如 果 行 数 和 列 数 不 等 , 数 表 就 是 长 方形 的 ， 
有 的 甚至 可 以 只 有 一 行 多 列 , 或 者 是 多 行 一 列 ,统一 的 叫做 矩 
阵 。 


矩阵 和 行列 式 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 在 形式 上 ， 行 列 
式 左 右 两 边 用 坚 线 相 围 ,矩阵 的 两 边 却 是 用 绝 线 相 围 , 如 上 画 
的 三 阶 行 列 式 中 的 九 个 数 表示 成 矩阵 ， 就 变 成 下 面 这 种 形式 
了 ， 


莫 为 重阳 的 不 同 点 是 ,行列 式 代表 着 一 个 数 , 和 矩阵 仅仅 是 一 些 
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数 的 有 顺序 的 摆 法 。 举 例 来 说 :因为 行列 式 代 表 一 个 数 , 所 以 
虽然 几 个 行列 式 的 某 行 某 些 元 素 不 同 ， 这 几 个 行列 式 却 可 能 
是 相等 的 ,如 


2 1| 12 1 


3 引 j 1 
因为 根据 行列 式 的 运算 规则 ,有 


2 1 
=2x2—1x8=1,， 


3 2 


2 1 
=2x1-1x1li=1。 


1 1 
两 个 行列 式 虽 然 某 行 某 列 的 某 些 元 素 不 同 ， 但 它们 都 代表 1 
这 个 数 ,所 以 两 个 行列 式 是 相等 的 。 作 为 矩 涟 来 说 ,就 会 是 


2 1 2 1 
(s 2 )=( 1 1 ): 
如 果 两 个 矩阵 的 行 数 和 列 数 分 别 相 等 ,可 以 相 加 ,一 个 甜 
阵 可 以 用 一 个 数 去 乘 ， 两 个 矩阵 也 可 以 相 溢 ,也 就 是 说 ,两 个 
上 矩阵 可 以 进行 运算 。 应 用 矩阵 的 理论 ， 前 面 的 线性 方程 组 可 
以 写成 
ar bi cr ds 
C326). 
das bs cs z dy 
由 矩阵 的 运算 规则 ， 可 以 求 出 这 个 线性 方程 组 的 解 。 假 设 .4、 
艾 \ 卫 分 别 表示 这 个 线性 方程 组 中 的 三 个 矩阵 ， 那么, 这 个 线 
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性 方程 组 可 以 简单 地 写成 
AX=D。 

可 以 看 出 ,有 了 短 阵 的 理论 ,可 以 把 一 个 看 来 很 复杂 的 方程 组 
归结 成 一 个 最 简单 的 一 元 一 次 方程 来 处 理 。 

矩阵 的 应 用 是 多 方面 的 ， 不 仅 在 数学 领域 里 ， 而 县 在 力 
学 ,物理 ,科技 方面 的 运用 都 十 分 广泛 。 

利用 矩阵 这 个 工具 ， 可 以 把 线性 方程 组 中 的 系数 组 成 向 
量 空 间 中 的 向 量 , 研 究 它们 的 人 性质 ， 这样 ,对 于 一 个 多 元 的 线 
性 方程 组 在 什么 情况 下 有 解 ， 在 什么 情况 下 无 解 ,如 果 有 解 ， 
有 多 少 组 解 ,不 同 的 解 之 间 有 什么 关系 ,等 等 一 系列 理论 上 的 
问题 ,就 都 可 以 得 到 彻底 的 解决 。 


高 等 代数 的 发 展 


(一 ) 

代数 学 从 高 等 代数 中 的 问题 出 发 ， 又 发 展 成 为 包括 许多 
独立 分 支 的 一 个 大 的 数学 科目 ， 在 这 些 分 支 之 闻 互 相 有 着 紧 
密 的 联系 ,在 前 几 个 世纪 已 经 形成 的 某 些 分 支 ,到 现在 有 的 还 
正 继续 发 展 ,有 的 已 更 加 完善 和 系统 化 了 ,线性 代数 就 是 后 一 
情况 的 一 个 例子 。 线 性 代数 由 讨论 线性 方程 组 转向 研究 竹 阵 
理论 ,以 及 眼 和 矩阵 相 结合 的 向 量 空 间 和 线性 变换 理论 ,形成 了 
一 个 应 用 广泛 的 数学 分 支 。 

代数 学 研究 的 对 象 ,如 上 所 述 ,不 仅 是 数 , 可 能 是 矩阵 ,向 
量 .向 量 空间 的 谈 换 等 ,对 于 这 些 对象 , 都 可 以 进行 运算 ,虽然 
也 叫做 加 法 或 乘法 ,但 是 关于 数 的 基本 运算 定律 ,有 时 不 再 保 
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持 有 效 , 例如 抵 阵 的 飞 法 , 交换 律 就 不 成 立 。 因 此 , 代数 学 的 
内 容 可 以 概括 成 为 研究 带 有 运算 的 一 些 集合 ， 在 数学 中 把 这 


样 的 一 些 集合 ， 叫 做 代数 系统 。 下 面 就 来 概括 地 介绍 几 个 重 
要 的 代数 系统 。 


(=) 

群 论 是 数学 中 研究 群 的 性 质 的 分 支 ， 是 一 种 特殊 的 代数 
系统 。 什 么 是 群 呢 ? 简单 说 来 , 群 的 概念 可 以 这 样 来 定义 ; 任 
何 一 个 元 素 的 集合 4， 如 果 对 集合 中 的 某 两 个 元 素 比如 9 和 
刀 规 定 一 种 运算 ,这 种 运算 通常 叫做 柔 法 / 运算 的 结果 是 gh， 
迁 常 叫做 乘积 ! 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 

第 一 ,条 法 满足 结合 律 ; 也 就 是 如 果 91、9s 和 gs 是 集合 4 
中 的 任意 元 素 ,那么 

(919a) gs = 91(9293) 。 

第 二 ,存在 单位 元 素 ; 也 就 是 说 , 集合 4 中 有 这 样 一 个 元 
案 。, 集合 4 中 的 其 他 元 素 和 。 的 办 积 , 还 是 其 他 元 素 本 身 ， 
就 是 

c9 一 92 一 go 
。 这 个 元 素 叫做 单位 元 素 。 

第 三 ,存在 逆 元 素 ! 也 就 是 说 , 集合 4 中 任何 一 个 元 素 都 
有 它 的 递 元 素 ， 任 何 一 个 元 素 和 它 的 逆 元 素 的 乘积 都 等 于 单 
位 元 素 。 就 是 

g9 1=g 1g9=e。 
9 就 叫做 9 的 迟 元 宕 。 
这 样 的 集合 4 就 叫做 对 于 所 定义 的 运算 来 说 , 组 成 了 一 
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个 铬 。 
举例 来 说 ,全 体 正 实 数 集合 就 构成 一 个 群 ,以 通常 乘法 作 
为 运算 ,任何 元 素 ga .ga,gs 必定 满足 结合 律 ， 
{9193) ga 一 9i(9age) 。 
这 个 群 的 单位 元 素 是 1 ,因为 
9 .11 9 一 g。 
这 个 群 的 任何 元 素 的 逆 元 素 是 任何 元 素 的 倒数 ,因为 


1 1 
“= 9 一 1， 


1 是 单位 元 素 。 所 以 满足 上 述 三 个 条 件 。 
全 体 实数 构成 一 个 群 也 是 一 个 例子 ， 以 通常 加 法 作为 运 
算 ,任何 元 素 gk,ga ,gs 必定 满足 结合 律 ， 
《9 二 99) + ga=91+ (ga+ 98) a 
这 个 群 的 单位 元 素 是 0 ,因为 
3+0=0+9 一 9。 
这 个 群 的 任何 元 素 的 逆 元 素 是 任何 元 素 的 反 号 数 ,因为 
gg+( 一 9 一 (一 9)+9=0， 
0 是 单位 元 素 。 
群 内 的 元 素 如 果 是 有 限 个 , 这 个 群 就 叫做 有 限 群 ; 反之 ， 
元 素 是 无 限 多 个 ,就 叫做 无 限 群 。 
如 果 一 个 集合 只 具备 上 面 所 讲 三 条 中 的 第 一 条 ， 那 就 不 
是 群 ,而 只 是 半 群 。 
如 果 一 个 群 的 代数 运算 还 同时 满足 交 欣 律 ， 这 个 群 就 叫 
做 交换 群 ,交换 群 也 叫做 阿 贝 尔 群 。 
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群 论 就 是 建立 在 群 的 基础 上 的 数学 分 支 。 群 论 的 发 生 比 
较 早 ,在 十 九 世 纪 初 ,开始 的 时 候 , 伽 罗 华 提出 群 的 概念 仅仅 
是 为 了 解决 高 次 方程 的 解 是 否 能 够 用 系数 通过 代数 运算 表示 
的 问题 ,后 来 群 论 的 方法 和 结果 得 到 了 发 展 ,促使 尹 论 分 成 许 
多 独立 的 课题 ,研究 各 种 类 型 的 具体 的 解 。 

群 论 又 是 研究 数学 和 物理 现象 的 对 称 人 性 规律 的 有 力 工 
具 。 现 在 群 的 概念 已 成 为 现代 数学 中 最 重要 的 ， 具 有 概括 性 
的 一 个 数学 概念 ,广泛 应 用 于 其 他 部 门 。 

《三 )》 

环 论 也 是 建立 在 环 这 个 概念 的 基础 上 的 数学 分 支 。 什 么 
是 环 呢 ? 

环 是 这 样 的 一 个 集合 ;这 个 集合 中 的 元 素 具 有 两 种 运算 ， 
通常 是 把 这 两 种 运算 叫做 加 法 和 乘法 ， 其 中 加 法 满足 结合 律 
和 交换 律 ,乘法 满足 结合 律 及 关于 加 法 的 分 配 律 ;集合 中 有 一 
个 零 元 素 , 它 和 任何 元 素 相 加 , 结果 还 是 任何 元 来 本 身 ; 集合 
中 还 有 负 元 素 ， 任 何 元 素 和 负 元 素 相 加 的 结果 是 零 元 素 。 这 
个 集合 就 思 做 环 。 

举例 米 说 ,如 果 一 个 集合 ,8 中 的 元 素 4\e,f, 给 它 规定 
了 加 法 和 汪 法 运算 ,而 且 有 

(de)f=d(ef), 
dle+))=det df, 
(d+e)f=df+ef。 

这 个 集合 中 还 有 一 个 元 素 0 ,使 得 
d+0=0+d=dy 
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同时 集合 B 中 还 有 一 个 负 元 素 ,使 得 
d+(—d)=(-d)+d=0。 

这 个 集合 就 构成 了 一 个 环 。 

如 果 这 个 环 的 冬 法 还 满足 交 痪 律 ， 那 么 这 个 环 就 叫做 交 
换 环 。 如 果 这 个 环 的 元 素 都 是 数 ,那么 这 个 环 就 叫做 数 环 。 

由 环 的 概念 发 展 建立 起 来 的 环 论 ， 是 正在 发 展 着 的 一 个 
数学 分 支 ,在 许多 部 门 中 已 经 起 着 重要 的 作用 。 

《四 ) 

域 论 也 是 代数 学 中 一 个 新 的 特殊 系统 。 域 有 时 叫做 体 ， 
它 是 一 个 特殊 的 环 。 

关于 城 的 概念 ， 一 般 要 比 环 稍为 窄 一些 。 它 是 这 样 定义 
的 :如 果 4 是 一 个 交换 环 ,在 4 里 至 少 含有 一 个 不 等 于 零 的 
元 素 , 比 如 a 是 4 的 元 素 , 而 且 4 二 0, a 元 素 还 存在 一 个 逆 元 
索 071, 使 得 a 1a=1 ,那么 这 个 交换 环 4 就 叫做 域 。 如 果 元 
素 是 数 构成 的 域 就 叫做 数 域 。 

关于 群 论 、 环 论 和 域 论 这 几 个 特殊 代数 系统 ,限于 篇 幅 ， 
这 里 就 不 再 一 一 细 加 详 述 了 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参阅 有 关 
的 参考 书 。 


{五 ) 
后 ， 和 们 转 肉 旧 个 代数 的 特点 癌 本 方 模 天 你 开 守 。 


的 和 此 和 长 必 基本 上 基 攻 给 这 大 如 法 和 的。 那么 代 
数学 区 别 于 其 他 两 个 部 门 的 主要 特点 是 什么 呢 ? 
首先 , 代数 运算 总 县 有 限 次 的 , 而 且 缺 乏 连续 性 的 概念 ， 
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这 就 是 说 ,代数 学 主要 是 关于 离散 性 的 。 尽 管 在 现实 世界 中 ， 
连续 性 和 不 连续 性 是 辩证 的 绕 一 ,但 是 为 了 认识 现实 ,有 时 个 
需要 把 它 分 成 几 个 部 分 ,然后 分 别 地 研究 这 些 部 分 ,再 综合 起 
来 ， 就 得 到 对 现实 的 总 的 认识 。 这 是 一 个 人 人 都 习 用 的 有 效 
方法 , 比如 对 于 一 个 整 装 的 物件 , 就 把 它 拆 开 来 看 ; 对 二 要 六 
着 的 物件 , 就 把 它 打开 来 看 对 于 一 个 包 关 的 物件 , 就 把 它 切 
开 来 厦 。 这 是 我 们 认识 事物 的 简单 的 但 是 科学 的 重要 手段 ， 
也 是 代数 学 的 基本 思想 和 方法 。 代 数学 注意 到 离散 关系 ， 并 
不 能 说 明 这 是 它 的 缺点 。 实 践 已 经 多 次 地 多 方面 地 证 明了 代 
数学 的 这 一 特点 是 有 效 的 。 

其 次 , 代数 学 除了 对 物理 ,化 学 ,以 及 其 他 一 些 科学 的 站 
接 实 嗣 的 浊 久 外， 在 数学 本 丰 来 说 ， 代 数学 也 占有 重要 的 地 
位 。 代 数学 中 发 生 的 许多 新 的 思想 和 概念 。 大 大 地 丰富 了 数 
学 的 许多 分 支 ,成 为 物理 和 技术 科学 的 共同 基础 。 


数学 中 的 皇后 -一 数论 


研究 整数 性 质 的 学 科 
(一 ) 
人 类 从 学 会 计数 开始 就 一 直 和 自然 数 打交道 了 ， 后 来 由 
于 实践 的 需要 , 数 的 概念 进一步 扩充 ， 自 然 数 被 叫做 正 整数 ， 
而 拒 它们 的 相反 数 一 1、 一 2、 一 3、… 叫 做 负 束 数 , 介 于 正 整数 
和 负 整 数 中 间 的 中 性 数 叫做 0 。 人 们 把 正 整数 、 负 整数 和 0 
合 起 来 叫做 整数 。 
对 于 整数 可 以 施行 如 法 、 减 法、 乘法 和 除法 四 种 运算 , 叫 
做 四 则 运算 。 其 中 吉 法 ,减法 和 乘法 这 三 种 运算 ,在 整数 范围 
内 可 以 毫 无 阻碍 地 进行 。 也 就 是 说 ， 任 意 两 个 或 两 个 以 上 的 
整数 相 加 、 相 减 . 相 笋 的 时 候 , 它们 的 和 、 差 , 积 仍然 是 一 个 整 
数 。 整 数 之 间 的 除法 在 整数 范围 内 并 不 一 定 能 够 无 几 碍 地 进 
行 ,比如 3 + 2 这样 简单 的 运算 ,在 整数 范围 内 却 是 不 能 进行 
的 ,也 就 是 说 , 3 + 2 的 商 不 可 能 是 一 个 整数 。 
(=) 
人 们 在 对 整数 进行 运算 的 应 用 和 研究 中 ， 逐 步 熟 悉 了 整 
数 的 特性 , 比如 , 整数 可 以 分 成 两 大 类 , 习惯 上 人 们 把 它们 叮 
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做 “单数 ”和 “ 双 数 *。 在 数学 的 术语 中 ,单数 ” 叫做“ 琳 数 ”， 
“ 双 数 "时 做 “偶数 "。 奇 数 一 般 用 2a+ 1 来 表示 , 偶数 一 般 用 
2n 来 表示 ,其 中 站 是 整数 。 
具 要 用 数字 进行 一 些 试验 ， 就 会 发 现 奇数 和 偶数 的 运算 
结果 的 奇偶 性 有 下 面 这 样 的 规律 ， 
偶数 土 偶数 一 偶数 } 
麻 数 土 奇数 = 偶数 
奇数 土 偶数 二 奇数， 
宵 数 xX 奇数 二 奇数 3 
整数 x 偶数 二 偶数 。 
利用 整数 的 一 些 基 本 性 质 ， 可 以 进 一 步 探索 许多 有 趣 和 
复杂 的 数学 规律 。 比 如 ,根据 上 面 所 讲 的 整数 运算 性 质 ,我 们 
可 以 作 田 这 样 的 判定 :不 存在 这 样 的 多 面 体 , 它 有 奇数 个 面 
而 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 。” 我 们 这 个 判定 正确 不 正确 呢 ¢ 下 
面 可 以 加 以 证 明 。 
假设 这 样 的 多 面体 是 存在 的 ， 那么 这 种 多 面体 有 n( 奇 
数 ) 个 面 ,每 个 面 的 多 边 形 边 数 分 别 表示 成 51, 53、…8。。 很 明 
显 ,Si(i 二 1,2,*…n) 既然 是 表示 每 个 面 的 多 边 形 边 数 , 所 以 必 
然 也 都 是 奇数 。 现 在 假定 这 个 多 面体 的 棱 数 是 mm, 那么 
= StSet ts CD 


由 《1) 得 
S1+ 63+ 十 Sr 二 2 党 ， {rw 是 整数 》 
可 见 ,S41+S3+，… 二 Ss 应 该 是 偶数 。 但 是 , 另 一 方面 1+ Ss 十 
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… + 9。 是 琳 数 个 麻 数 的 和 ， 显然 应 该 是 奇数 ， 这 样 就 出 现 了 
矛盾。 因此 , 题 设 的 多 面体 是 不 存在 的 。 

我 们 利用 整数 的 亲 偶 性 ， 竞 然 这 样 简单 地 就 解决 了 上 面 
这 个 看 起 来 十 分 奇妙 的 问题 ， 确 实 十 分 有 趣 。 整 数 具 有 将 许 
多 多 美妙 的 特性 , 正 是 这 些 特性 的 魅力 ,吸引 了 古往今来 许多 
数学 家 不 断 邮 法 研 究 和 探索 。 

(三 ) 

在 研究 整数 特性 的 过 程 中 ， 人 们 发 现 数 和 数 之 问 有 各 种 
不 同 的 关系 , 比如 , 有 些 整数 可 以 被 另 一 些 整数 整除 ; 有 些 数 
除了 1 以 外 没有 任何 的 公约 数 ， 等 等 。 研 究 整 数 之 间 的 相互 
联系 , 找 出 它们 的 规律 ,这 样 就 逐步 发 展 成 一 门 独 立 的 学 科 。 

这 门 学 科 最 时 是 从 研究 整数 开始 的 ， 所 以 叫做 整数 论 。 
后 来 整数 论 又 进一步 发 展 ,数学 上 就 叫做 数论 。 确 切 地 说 , 数 
论 就 是 一 门 研究 整数 性 质 的 学 科 。 


数论 的 发 展 简况 ~ 
(一 ) 

自古 以 来 ,数学 家 对 于 整数 性 质 的 研究 一 直 十 分 重视 ,但 
“是 直到 十 九 世纪 ， 这 些 研究 的 成 果 只 是 孤立 地 记载 在 各 个 时 
代 的 算术 著作 中 ,也 就 是 说 ,这 一 系列 理论 还 没有 形成 完整 统 
一 的 学 科 。 

在 我 国 古代 ， 许 多 著名 的 数学 著作 中 都 有 关于 数论 内 容 
的 论述 , 比如， 求 "等 数 "( 最 大 公约 数 )、 勾 股 数组 、 某 些 不 定 
方程 整数 解 的 问题 等 等 。 但 是 ， 这些 内 容 的 记载 都 是 比较 零 


散 的 。 

在 国外 ， 古 希 懂 时 代 的 数学 家 对 于 数论 中 一 个 最 基本 的 
问题 一 一 蓝 除 性 问题 就 系统 地 研究 过 ， 欧 风 里 得 的 “几何 不 
本 ?第 七 . 八 、 九 篇 中 , 记述 了 这 些 内 容 。 在 那个 时 代 , 关于 质 
数 , 合 数 、 约 数 ,倍数 等 一 系列 概念 就 巴 经 被 提出 来 应 用 了 。 

这 里 我 们 先 给 上 述 几 个 概念 作出 简单 的 解释 。 

大 于 1 的 闽 数 ,除了 它 本 身 和 1 以 外 ,不 能 被 其 他 正 整数 
所 整除 的 数 ,叫做 质数 , 也 叫做 素数 。 比 如 , 2 ,3 、5、7 ,11 
就 都 是 质数 。 自 然 数 有 无 穷 多 个 ,人 们 早 就 证 明了 ,自然 数 中 
的 质数 也 有 无穷 多 个 。 

大 于 1 的, 但 是 不 是 质数 的 整数 , 就 叫做 合 数 。 比 如 6 ， 
它 除 了 1 和 6 以 外 ,还 能 被 2 和 3 所 整除 , 6 就 是 合 数 。 

当 整 数 = 能 被 整数 已 所 整除 的 时 候 , a 叫做 总 的 倍数 。 
反 过 来 ,5 被 叫做 a 的 约 数 或 因数 。 比 如 ，6 是 3 的 倍数 ,3 
就 是 6 的 约 数 。 

两 个 正 整 数 ,如 果 除了 1 以 外 没有 其 他 的 公约 数 ,那么 这 
两 个 数 就 叫做 互 质 。 比 如 , 9 和 25 这 两 个 数 互 质 。 

在 峰 几 里 得 的 几何 原本 » 中 ,不 但 引入 了 上 面 这 些 基 本 
概念 ,而 且 对 现在 通用 的 求 最 大 公约 数 的 辊 转 相 除法 ,也 作 了 
岳 述 ,所 以 这 个 方法 在 西方 也 叫做 欧 几 里 得 算法 。 

后 来 ， 各 个 时 代 的 数学 家 也 都 对 整数 性 质 的 研究 作出 过 
重大 的 贡献 ,使 数论 的 基本 理论 逐步 得 到 完善 。 

《二 ) 
在 整数 性 质 的 研究 中 ， 人 们 发 现 质数 是 构成 正 整 数 的 基 
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本 “材料 ”， 要 深入 研究 整数 的 性 质 就 必须 研究 质数 的 性 大。 
因此 ,关于 质数 性 质 的 有 关 问 题 ,一 直 受 到 数学 家 的 注意 。 

首先 , 关于 质数 是 有 限 个 还 是 无 限 个 呢 ? 在 “几何 原本 > 
中 有 “质数 有 无 限 多 个 ”的 记载 , 并 且 给 出 了 巧妙 的 证 明 。 证 
明 的 大 意 是 这 样 的 ， 

假设 只 有 有 限 个 质数 【比如 , 质数 是 # 个 ), 它们 分 别 是 
PP Pa、P。 那 么 

P=PPsPaP.+1 

是 大 于 1 的 整数 。 并 且 卫 不 能 被 PL.Ps、 Ps、…、P， 中 的 任 一 
个 整除 ,因此 ,了 或 者 是 一 个 不 同 于 Pj、Pa、Ps、…、P, 的 质数 ， 
或 者 是 一 个 能 被 PPas、Ps、…、 卫 , 以 外 的 质数 所 整除 的 数 。 
上 述 两 种 情况 ,无 论 是 那 一 种 都 和 假设 只 有 #* 个 质数 相 矛 扶 。 
这 样 就 会 得 出 结论 ,质数 不 是 有 限 个 ,而 应 该 是 有 无 限 多 个 。 

其 次 , 由 于 质数 有 无 限 多 个 , 那么 , 怎 祥 在 自然 数 中 把 质 
数 寻 找 出 来 呢 ? 一 般 说 来 ， 我 们 只 能 找 出 不 大 于 某 个 自然 数 
N 的 所 有 质数 。 公 元 前 三 世纪 ， 逢 腊 数 学 家 埃 拉 托 色 尼 (前 
275- 前 194) 发 明 的 “得 法 ”, 原 则 上 解决 了 这 个 问题 。 比 如 ,我 
们 用 这 种 “ 狠 法 ” 求 不 超过 30 的 所 有 质数 , 只 要 把 1 到 30 这 
30 个 数 顺 序 写 出 , 划 去 单位 1， 保留 2 但 是 划 去 其 余 的 2 的 
倍数 ,保留 3 但 是 划 去 其 余 的 3 的 倍数 ,保留 5 但 是 划 去 其 余 
的 5 的 倍数 ,最 后 列 下 的 就 是 不 超过 30 的 所 有 质数 。 这 些 括 
数 是 2、3、5、7 ,11、13、17、19、 23、29, 共有 10 个 。 用 这 个 
方法 原则 上 可 以 造 出 不 超过 N_ 〈N 是 大 于 1 的 整数 ) 的 质数 
表 。 


(三 ) 

到 了 十 八 世 纪 末 ， 历 代数 学 家 积累 的 关于 整数 性 质 零 散 
知识 已 经 十 分 丰富 ， 撮 它们 整理 加 工 成 为 一 门 系统 的 学 科 的 
条 件 已 经 完全 成 熟 了 。 高 斯 集中 前 人 的 大 成 , 写 了 一 本 书 , 名 
字 叫 做 < 算术 探讨 ?>，1800 年 寄 给 了 法 国 科学 院 , 但 是 法 属 科 
学 院 拒绝 了 高 斯 这 部 杰出 的 著作 ,高 斯 只 好 在 1801 年 和 已 发 
天 了 这 部 著作 。 这 部 书 开 始 了 现代 数论 的 新 的 纪元 。 到 目前 
为 止 , 数论 方面 的 有 关 课 题 的 工作 方向 , 也 是 从 «算术 探讨 » 
开始 确定 的 。 

在 < 算术 探讨 > 这 部 书 中 ,高 斯 把 过 去 研究 整数 性 质 所 用 
的 符号 标准 化 了 ,把 现存 的 定理 系统 化 并 进行 了 推广 ,把 要 研 
究 的 问题 和 已 知 方法 进行 了 分 类 ,还 引进 了 新 的 方法 。 

数论 的 研究 方法 和 它 的 应 用 
(一 ) 

数论 形成 一 门 独立 的 学 科 以 后 ， 随 着 数学 其 他 分 支 的 发 
展 ， 研 究 数论 的 方法 也 在 不 断 发 展 。 如 果 按 研究 数论 的 方法 
来 说 , 可 以 分 成 初等 数论 、 解 析 数 论 、 代数 数 沦 和 几何 数论 四 
个 部 分 。 

初等 数论 是 数论 中 不 求助 于 其 它 数学 部 门 的 帮助 而 只 依 
靠 初等 的 方法 来 研究 整数 性 质 的 分 支 。 下 面 举例 说 说 初等 数 
论 研 究 的 其 体 方法 。 

假设 两 个 数 的 每 一 个 都 可 以 表示 成 两 个 数 的 平方 的 和 ， 
那么 ， 它 的 乘积 同样 包 可 以 表示 成 两 个 数 的 平方 的 和 。 比 
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13 一 茸 二 29， 5 =22+ 13， 
那么 
13x 5=65 一 8 二 1。 
这 个 性 质 的 证 明 是 很 篇 单 的 ,利用 区 惑 恒 等 式 ,也 就 是 利用 简 
单 的 代数 知识 就 可 以 证 明了 。 了 欧 勘 的 值 等 式 是 ， 
(a +b 《ca 十 ad) 一 ac2 十 2253 十 2352 十 bd3 
= (ac—bd)Y+ (ad + be)* 
= (ec 二 sg)3+ (ad— bc) 
另外 ， 数 论 中 还 引入 了 同 余 的 概念 。 什 么 叫做 同 余 呢 ? 
给 定 一 个 正 整数 zw, 把 它 叫做 模 ,如 果 用 m 去 除 任意 两 个 整数 
4 和 5 所 得 的 余数 相同 , 我 们 就 说 a.b 对 模 m 同 余 , 记 作 
a=b(mod m), 
如 果 余 数 不 同 ,我 们 就 说 a.8 对 模 m 不同 余 , 记 作 
a¥b(mod m), 
比如 ,101 和 5 这 两 个 数 被 3 除 ,余数 相同 都 是 2 ,就 可 以 
记 成 


101=5(mod 3)， 

这 个 式 子 读 作 101 和 5 对 模 3 同 余 。 

有 了 同 余 的 概念 ， 就 可 以 用 一 个 正 整 数 mm 作 标准 ， 把 所 
有 的 整数 分 成 了 m 个 类 ,也 就 是 被 扣除 余 0 的 归 一 类 , 余 1 的 
归 一 类 ,… 余 mm 一 1 的 归 作 一 类 。 

同 余 虽 然 是 新 的 概念 ,但 是 就 研究 方法 来 说 ,并 没有 借助 
其 他 数学 分 支 的 帮助 ,因此 , 间 余 式 沦 构成 了 初等 数论 的 一 个 
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重要 内 容 。 

辣 余 式 论 在 我 国 二 代 早 就 获得 了 突出 的 成 果 。< 孙 子 算 
经 ?这 本 十 代数 学 著作 中 有 一 个 问题 被 后 人 叫做 < 孙子 问题 >， 
宋代 数学 家 秦 九 谓 给 出 了 < 孙子 问题 ?的 一 般 解 法 ， 现 在 世界 
公认 泰 九 姜 的 方法 叫做 《中国 剩 余 定理 », 或 者 叫 艇 《办 子 定 
理 >。 关 于 «孙子 定理 »， 本 章 最 后 一 节 “ 数 论 是 我 国人 民 擅 长 
的 学 科 ” 还 将 专门 给 予 介绍 。 

(=) 

解析 数论 是 用 数学 分 析 作 为 工具 来 解决 数论 问题 的 分 
支 。 数 学 分 析 是 以 函数 作为 研究 对 象 的 、 在 极限 概念 的 基础 
上 建立 起 来 的 一 些 学 科 的 总 称 。 本 书后 面 将 分 别 加 以 介绍 。 
用 数学 分 析 来 解决 数论 问题 ,这 个 方法 是 由 欧 勤 英 基 的 ,俄国 
的 数学 家 车 比 雪夫 (1821-1894) 等 也 对 它 的 发 展 做 出 过 贡献 。 
解析 数论 是 解决 数论 中 艰深 问题 的 强 有 力 的 工具 。 比 如 。 对 
于 “质数 有 无 限 多 个 ”这 个 命题 , 18 世纪 , 欧 勒 给 出 了 解析 方 
法 的 证 明 ， 其 中 利用 了 数学 分 析 中 有 关 无 穷 级 数 的 若干 知 
识 。 

本 世纪 三 十 年 代 ， 苏 联 学 者 维 谱 烙 拉 多 夫 创 造 性 地 提出 
了 “三 角 和 方法 ”, 这 个 方法 对 解决 某 些 数论 难 古 有 着 重要 的 
作用 。 上 比如 在 解决 “充分 大 的 奇数 可 以 表示 成 三 个 质数 的 和 ” 
的 问题 中 , 维 诺 格拉 多 夫 令 N 是 一 个 充分 大 的 奇数 ,用 ICN) 
这 个 符号 来 记 W 玫 示 成 三 个 质数 的 和 的 表示 法 的 数目 。 换 全 
话说 ,I(N) 就 是 方程 式 

N=P+PtP,, 


其 中 P,Ps, Ps 都 是 质数 时 的 解 的 数量 。 
如 果 能 确定 1{N) > 0 ,就 表明 充分 大 的 奇效 可 以 表示 成 
三 个 质数 的 和 。 
维 诺 格拉 多 夫 最 后 利用 解析 的 方法 解决 了 “任何 一 个 充 
分 大 的 奇数 都 是 三 个 质数 的 和 ”这 个 问题 。 
《三 ) 
代数 数论 是 把 整数 的 概念 准 广 到 代数 整数 的 一 个 分 支 。 
据 记 载 ， 历 史上 高 斯 是 最 早 把 整数 概念 推广 到 a+ 5i 形式 的 
数 的 数学 家 , 高 斯 证 明了 对 这 些 a+ bi 形式 的 “整数 ”关于 带 
余 除 法 的 定理 是 成 立 的 ,其 中 4a、 是 通常 的 整数 (有 理 整 数 )， 
i 是 庶 单 位 。 高 斯 的 证 明说 明 有 理 整数 范围 中 整除 性 的 规律 
对 于 这 种 “高 斯 整数 ”也 是 成 立 的 。 
高 斯 整数 a+ i 实际 上 是 
2 一 2ax+ (e+) =0 . 
的 根 ， 其 中 方程 系数 是 有 理 整 系数 。 我 们 不 芒 把 普通 的 有 理 
整数 6 看 作 有 理 整 系数 方程 
和 X 一 4 一 0 
的 根 。 这 样 ,人 们 进一步 把 由 系数 是 有 理 数 的 代数 方程 
Gax + asx 1 十 十 Go 一 人 
的 根 叫做 代数 数 ,如 /3 全 体 有 理 数 等 都 是 代数 数 。 可 以 
证 明 , 全 体 代 数 数 也 构成 一 个 域 。 另 外 ,规定 所 谓 代 数理 数 是 
指 系数 是 有 理 整 数 而 且 最 高 次 项 系数 是 1 的 代数 方程 


2 二 anh 十 "十 40 一 人 0 


的 根 。 


很 容易 看 出 ，\/ 了 ,让 -+ S 等 都 是 代数 整数 。 也 可 


以 证 明 , 两 个 代数 整数 的 和 、, 差 . 积 仍 是 代数 整数 。 

数学 家 把 整数 概念 推广 到 一 般 代数 数 域 上 去 ， 相 应 地 也 

建立 了 素 整 数 .可 除 性 等 概念 。 
(四 ) 

几何 数论 研究 的 基本 对 象 是 “空间 格 网 ”。 什 么 叫做 空间 
格 网 呢 ? 在 给 定 的 直 伪 坐标 系 中 ,坐标 全 是 整数 的 点 , 巴 做 整 
点 ! 全 部 整 点 构成 的 组 就 叫做 空间 格 网 。 

空间 格 网 对 几何 学 和 结晶 学 有 着 重大 的 意义 ， 对 它 的 研 
究 也 紧密 联系 着 象 系数 和 变数 都 是 整数 的 二 次 型 理论 这 样 重 
要 的 数论 间 题 。 几 何 数 论 是 由 德国 物理 学 家 数学 家 闵可夫 斯 
基 (1864-1909) 等 人 开创 和 黄 基 的 。 

我 们 可 以 举 二 维 空 间 的 例子 来 说 明 怎 样 利用 格子 点 数 去 
计算 平面 上 有 限 区 域 的 面积 ,或 者 是 反 过 来 ,在 平面 上 已 知 面 
积 的 一 个 有 限 区 域内 计算 至 少 包 含有 多 少 格子 点 。 这 种 问题 
的 研究 可 以 解决 用 离散 量 去 远近 连续 量 的 方法 或 者 反 过 来 可 
以 用 连续 量 去 估算 零散 的 重 。 数 学 家 曾经 得 出 * 数 的 几何 ”的 
基本 定理 ,这 条 定理 的 内 容 是 ;关于 原点 对 称 的 凸 区 城 , 如 果 
除 原点 以 外 , 不 包含 其 他 格 点 , 它 的 面积 顶 多 是 4”。 利 用 这 
条 定理 ,二 维 空间 的 一 些 问 题 就 不 难 解 决 了 。 

由 于 几何 数论 涉及 的 问题 比较 复杂 ， 必 须 具 备 一 定 的 数 
学 基础 才能 深入 研究 ,更 具体 的 内 容 这 里 就 不 介绍 了 。 
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(五 》 
关于 数论 几 个 部 分 的 情况 ,上 面 只 作 了 点 消 介绍 ,目的 是 
使 污 者 了 解 它 的 并 吻 。 数 论 毕 亮 是 -一 门 高 度 抽象 的 数学 学 
科 , 长 期 以 来, 它 的 发 展 处 于 纯 理论 研究 状态 , 它 对 数学 理论 
的 发 展 起 到 了 积极 的 作用 。 但 是 ， 它 在 实际 应 用 中 的 作用 怎 
样 》 许多 读者 并 不 十 分 清楚 。 我 们 根据 现 有 的 资料 也 在 下 面 
顺便 简要 地 作 些 介绍 。 
由 于 近代 计算 机 科学 和 应 用 数学 的 发 展 ， 数 论 得 到 了 日 
益 广泛 的 应 用 。 比 如 , 在 计算 方法 , 代数 编码 、 组合 论 等 方面 
都 广泛 使 用 了 初等 数论 范围 内 的 许多 研究 结果 ;有 文献 报导 ， 
现在 有 些 国家 已 应 用 “孙子 定理 ”来 进 行 测 距 , 用 原 根 和 指数 
来 计算 离散 伟 立 叶 变换 等 。 此 外 ， 数 论 的 许多 比较 深刻 的 研 
究 成 果 也 在 近似 分 析 , 差 集合 ,快速 变换 等 方面 得 到 了 应 用 。 
数论 最 初 研究 对 离散 量 的 计算 ， 而 后 又 发 展 成 用 解析 方 
法 对 过 续 量 进行 计算 ,现在 由 于 高 速 电子 计算 机 的 发 展 ,用 离 
获 量 的 计算 去 珊 近 连续 最 而 达到 所 要 求 的 精度 已 成 为 可 能 
了 。 可见 ， 数 论 在 实际 应 用 中 的 作用 也 和 其 他 数学 分 支 一 样 
是 巨大 的 。 


“皇冠 "上 的 “明珠 ” 
(一 ) 
数论 在 数学 中 的 地 位 是 独特 的 ,高 斯 曾经 说 过 “数学 是 科 
学 的 皇后 ,数论 是 数学 中 的 皇后 ”, 因 此 ,数学 家 都 襄 欢 把 数论 
中 的 一 些 悬 而 未 决 的 疑难 问题 ,叫做 皇后 “皇冠 "上 的 “明珠 ”， 
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以 激励 人 们 去 “ 搞 取 ”。 

大 家 知道 ， 数 论 中 的 许多 问题 都 是 在 对 有 限 多 个 数 疯 察 
试验 的 “系统 尝试 "中 , 利用 不 完全 归纳 得 出 “猜想 ”, 这 些 “ 猜 
想 ” 后 来 经 过 严格 的 证 明 , 有 一 些 被 推翻 了 , 有 一 些 被 证 明 后 
就 成 了 数论 中 的 定理 ， 有 一 些 至 今 未 能 给 出 证 明 的 仍然 叫做 
“ 少 想 ”。 数 论 中 被 看 作 是 4 皇冠 上 的 明珠 ”的 一 大 批 艰 深 的 问 
题 大 约 有 二 三 十 个 ,下 面 简要 地 介绍 其 中 的 几 个 。 

(=) 

法 国 数学 家 费 尔 马 (1601-1665) 提出 的 “ 费 尔 马 大 定理 ” 
是 数论 中 的 著名 问题 之 一 。 这 个 问题 是 这 样 的 ， 

方程 x"+y' 二 2", 当 # 是 大 于 2 的 整数 的 时 候 ,不 能 有 非 
零 的 整数 解 。 

这 个 问题 是 在 费 尔 马 的 读书 笔记 上 发 现 的 ,1637 年 , 费 尔 
马 在 希腊 数学 家 刁 藩 都 所 写 的 文章 底 页 上 写 道 , “要 把 一 个 立 
方 数 分 为 两 个 立方 数 的 和 ,一 个 四 次 方 分 为 两 个 四 次 方 的 和 ， 
一 般 地 ， 把 一 个 大 于 2 次 方 的 沫 方 数 分 为 同样 指数 的 两 个 冬 
方 数 的 和 , 都 是 不 可 能 的 ; 我 确实 发 现 了 这 个 奇妙 的 证 明 , 因 
为 这 里 的 篇 幅 不 够 ， 我 不 能 够 写 在 这 底 页 上 。? 费 尔 马 生 前 一 
直 没 有 公布 他 的 证 明 , 死 后 ,也 没有 人 在 他 的 遗 著 中 找到 过 关 
于 这 个 命题 的 证 明 。 他 的 儿子 公布 了 费 尔 马 上 述 的 笔记 后 ， 
吸引 了 许多 数学 家 企图 为 这 个 命题 补 一 个 证 明 ,但 是 ,人 们 很 
快 发 现 这 是 一 件 十 分 艰难 的 事情 。 

方程 所 + 加 一 如: 涛 4= 2 的 时 候 , 由 勾 股 定理 可 知 Y=3， 
zy 一 4,z=5, 就 是 “ 
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妇 十 执 一 好 
的 一 组 非 稚 整数 解 。 由 初等 方法 可 以 找到 
和 十 招 一 礁 
的 一 切 整数 解 的 通 式 是 
Xs《(02 一 本 ) ，8 一 28a5，z 一 大 (az 二 区) ， 
其 中 4 是 互 质 的 两 个 整数 ,是 任意 整数 。 经 过 数学 家 们 
的 努力 研究 , 在 过 了 一 百年 以 后 , 才 由 欧 勤 首先 给 出 证 明 , 当 
3 一 3，?#= 4 的 了 时候， 费 尔 马 的 命题 是 正确 的 。 到 现在 为 止 ， 
“ 费 尔 马 大 定理 ”已 提出 三 百 多 年 了 ,数学 家 只 证 明了 当 
2 <n<1000000 

的 时 候 ,2 十 名 一 2 确实 没有 正 整 数 解 。 

数学 家 们 虽然 一 直 未 能 找 出 “ 费 尔 马 大 定理 ”的 一 般 性 的 
证 明 ， 但 是 由 于 对 它 的 研究 ， 大 大 地 推动 了 数学 的 进展 。 受 
“ 费 尔 马 大 定理 ”的 启发 , 1848 年 , 德国 数学 家 库 卖 尔 (1810- 
1893) 研 究 各 种 数 域 中 的 因子 分 解 问题 , 引进 了 “理想 数 ”, 并 
且 发 现 了 把 一 个 循环 域 的 数 分 解 成 理想 质 因子 的 唯一 分 解 定 
理 。 这 个 定理 后 来 已 被 德国 数学 家 戴 德 金 (1831-1916) 和 克 
朗 尼 克 推 广 到 任意 代数 域 ,在 近代 数 沦 中 占 着 中 心地 位 , 它 的 
意义 已 经 远 远 超出 数论 的 范围 疝 深入 到 代数 条 数论 的 领域 
里 去 了 。 


(三 ) 
“ 挛 生 质数 问题 * 也 是 数论 中 一 个 古老 的 难题 。 什 么 叫做 
这 生 质数 问题 呢 ? 数学 家 时 就 注意 到 ， 在 质数 组 成 的 无 穷 数 
列 中 ,有 许多 是 成 对 出 现 的 ,比如 ,3 和 5,5 和 7,11 和 13， 
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17 和 19,29 和 31,41 和 43,59 和 61,71 和 73, 等 等 。 这 种 成 
对 出 现 的 两 个 质数 ,前 后 两 者 的 差 是 2 ,这 样 的 两 个 质数 好 象 
“双胞胎 ”一 样 , 所 以 叫做 “ 李 生 质数 ”"。 术 生 质数 是 不 是 有 无 
限 多 对 昵 ? 这 就 引起 了 数学 家 的 猪 想 。 

人 们 通过 寻找 ,发 现 李 生 质 数 的 分 布 越 来 越 务 朴 ,在 1 到 
100 中 间 共 有 8 对 李 生 质数 ， 也 就 是 前 面 所 提 到 的 , 在 1 到 
100000 中 间 有 1125 对 挛 生 质数 , 现在 已 经 知道 在 3300 万 以 
前 共有 152892 对 李 生 质数 ， 已 知 的 最 大 的 一 对 挛 生 质数 基 
76x 31%1 和 76X31%9+1。 

由 于 电子 计算 机 的 使 用 ,为 人 们 不 断 寻 找 更 大 的 李 生 质 
数 握 供 了 条 件 。 上 面 的 统计 也 提示 人 们 ， 可 能 存在 着 无 穷 多 
对 李 生 质数 。 但 是 ,迄今 也 没有 人 给 出 关于 这 个 问题 的 证 明 ， 
这 就 是 有 名 的 “ 挛 生 质数 猜想 ”。 

(四 》 

“ 哥 德 巴赫 猜想 ”也 是 数论 中 的 一 个 著名 问题 。1742 年 ， 
哥 德 巴赫 《1690-1764) 写 信 给 软 勒 ,提出 了 这 样 的 推测 ,“ 每 一 
个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 质数 的 和 。? 比 如 ， 

4=2+2，6 一 3+3，8=3+5，10=3+7， 
24=11+13， 100 一 8+ 97 等 等 。 
验算 的 数 越 多 , 越 增强 这 个 推测 的 可 信 程 度 。 不 久 , 欧 勤 氮 信 
给 哥 德 巴赫 说 ,任何 大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 坷 质数 的 和 ， 虽 
然 我 还 不 能 证 明 它 ， 但 是 我 确信 无 疑 认为 这 是 完全 正确 的 定 
理 。? 这 个 推 弄 , 欧 勒 一 直到 死 也 未 能 给 予 证 明 。 
推测 提出 二 百 多 年 来 ,一 直 没 有 人 能 够 给 出 证 明 , 它 成 了 
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一 道 著名 的 难题 , 吸引 着 许多 数学 家 去 研究 , 并 被 叫做 “ 哥 德 
巴赫 猜想 *。1900 年 ， 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (1862-1943) 在 一 
次 国际 数学 会 的 演说 中 ， 提 出 了 具有 重要 意义 的 23 个 问题 ， 
哥 德 巴赫 猜想 被 列 为 第 8 问题 的 一 部 分 。1921 年 , 英国 数学 
家 哈代 曾 说 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 困难 程度 是 可 以 和 任何 没有 解 
决 的 数学 问题 相 比 的 。 


(五) 
数论 中 的 难题 还 有 很 多 , 比如 , 贺 内 整 点 问题 、 等 差 数列 
中 质数 分 布 问题 ,完全 数 问题 ,等 等 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 
关 的 介绍 。 
上 面 列举 的 这 些 “ 猜 起, 好 象 数论 领域 里 一 座 座高 峰 , 吸 
引 了 许多 数学 家 去 交合 。 又 好 象 是 皇冠 上 闪闪 发 光 的 明珠 ， 
等 待 着 杰出 的 数学 家 去 搞 取 。 


数论 是 我 国人 民 擅 长 的 学 科 
《一 ) 

无 论 是 古代 还 是 现代 ， 中 国人 民 对 数论 都 有 过 重要 的 研 
究 成 果 ,为 数论 的 发 展 作出 过 重大 的 贡献 ,可 以 说 数论 是 我 国 
人 民 擅 长 的 学 科 。 

前 面谈 到 局 余 式 理论 的 时 候 , 曾 经 提 到 了 “孙子 定理 ”, 它 
就 是 我 们 中 华 民族 对 数论 作出 的 一 项 杰出 的 贡献 。 关 于 这 个 
定理 的 运用 ,这 里 简 举 一 例 谈 谈 它 的 解法 。 

《孙子 算 经 > 中 有 一 题 叫 “ 物 不 知 数 ”, 内 容 是 ,现在 有 一 些 
物品 不 知道 它 的 数目 ,三 个 三 个 地 数 滋 下 两 个 , 五 个 五 个 地 
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数 阐 下 三 个 ,七 个 七 个 地 数 剩 下 两 个 , 问 这 些 物品 共有 多 少 ? 
这 个 问题 用 同 余 式 理论 的 现代 符号 来 表示 ， 它 的 解法 就 
是 
设 * 是 要 求 出 的 物品 数 ,那么 
X=2(mod 3)， 
%=3(mod 5) ， 
X=2(mod 7)。 
解 这 同 余 式 组 , 求 得 
x 二 23(mod 105) ， 
所 以 这 个 题 的 最 修正 整数 解 是 23。 
一 般 地 解 
x=aftmod 3)}, x=b(mod 5), x=c(mod 7)， 
可 得 
x=70a+21b+15c(mod 105)。 
这 个 解法 , 我 国 古 代 曾 用 歌 决 形式 来 表示 , 这 首 歌 也 叫做 “和 孙 
子 歌 ”, 内 容 如 下 。 
三 人 同行 七 十 秋 ， 五 树 梅花 廿 一 校 ， 
七 子 团 周正 半月 ， 除 百 等 五 便 得 知 。 
它 的 意思 就 是 说 ,用 a 科 以 70, 用 上 生 以 21, 用 c 秉 15, 三 个 
乘积 相 加 的 和 减 去 105 的 某 个 倍数 ， 就 得 到 答案 了 。 这 就 是 
著名 的 “孙子 定理 ”, 西方 人 十 分 惊叹 中 国 数学 家 对 这 类 问题 
的 解法 ,把 它 誉 为 < 中 国 番 余 定 至 ?。 这 类 问题 的 详细 傅 况 , 有 
兴趣 的 读者 可 参阅 中 国 青 年 出 版 社 出 版 的 “中 国 古 代 科技 成 
就 >, 这 里 就 不 详 述 了 。 


52 


(=) 

在 我 国 近代 ， 数 论 也 是 发 展 最 早 的 数学 分 安之 一 。 从 三 
十 年 代 开始 , 在 解析 数论 、 刁 藩 都 方程 ,一致 分 布 等 方面 都 有 
过 重要 贡献 ,出 现 了 象 华 罗 庚 (1910-) 、 闵 山 稚 , 柯 召 等 第 一 流 
的 数论 专家 。 其 中 华罗庚 教授 在 三 角 和 估 值 和 堆 刍 素数 论 方 
面 的 卓越 贡献 和 优秀 成 果 是 国内 外 公认 的 。 他 的 “数论 导 
引 > ,< 堆 委 素 数论 ?等 都 是 享有 盛名 的 数学 专著 。 

全国 解放 以 后 ， 数 论 的 研究 得 到 了 更 大 的 发 展 。 特 别 是 
在 “ 复 法 和“ 哥 德 巴赫 猜想 "方面 的 研究 ,坚持 二 十 多 年 ,现在 
已 取得 了 领先 于 世界 的 优秀 成 绩 。 

关于 * 哥 德 巴赫 猜想 ”, 数 学 界 习惯 于 拒 “每 一 个 大 偶数 可 
以 表示 成 一 个 质 因子 个 数 不 超 过 4 个 的 数 和 一 个 质 因子 个 数 
不 超过 “个 的 数 的 和 ”简单 地 叫做 (a 十 队 ,因此 可 把 “对 充分 
大 的 假 数 可 以 表示 成 两 个 质数 的 和 ”简单 地 叫做 人 T+ 1) 。1958 
年 ,数学 家 王 元 证 明了 (2+ 3) 11962 年 , 潘 承 洞 证 明了 (1+ 5)} 
同年 , 王 元 , 潘 承 润 又 证 明了 (1+ 人;1966 年 , 陈 景 渔 (1933-) 
继 外 国人 证 明了 (1+ 9) 之后， 宣布 他 已 证 明了 (1+2)。1977 
年 ,< 中 国 科学 ?第 二 期 公布 了 陈景润 的 论文 大 偶数 骨 为 一 个 
诗 数 及 一 个 不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 和 » 。 陈 景 润 的 方法 被 
誉 为 < 陈 氏 定理 », 在 国际 数学 界 引 起 了 强 玖 的 反响 ,国外 数学 
界 称 名 陈 景 润 的 论文 是 解 折 数论 的 名 作 , 是 得 法 的 光辉 项 点， 
是 对 研究 哥 德 巴赫 猪 想 的 重大 贡献 。 


五 欧 几 里 得 几何 学 


几何 学 的 产生 和 发 展 
{—) 

“ 几 仙 ”这 个 词 在 汉语 里 是 “多 少 ?” 的 意思 ,但 是 在 数学 这 
门 科学 里 , “几何 ”的 洱 义 就 完全 不 是 什么 “多 少 ?” 了 。 

“几何 ”这 个 词 在 拉丁 文 里 是 “geometria”, 拉丁 文 的 词 
又 来 自 希 腊 文 “yewuerpfe”，, 希腊 文 的 原意 是 土地 测量 , 或 者 
叫做 测 地 术 。“ 几 何 ” 作为 数学 的 术语 出 现 , “几何 学 ”作为 一 
门 数 学 的 分 支 , 在 我 图 最 早 是 在 1607 年 。 那 时 候 , 意大利 传 
教 芋 利 玛 窦 (1552~1610) 和 我 国明 朝 的 徐光启 (1562-1633) 合 
译 了 古 希 腊 数 学 家 欧 几 里 得 的 一 部 著作 的 前 六 卷 ， 是 由 英 译 
本 翻译 过 来 的 ， 中 译名 叫做 < 几何 原本 >。“ 几 何 ” 这 个 概念 作 
为 研究 “点 . 线 , 面 、 体 ”等 有 关 空 间 图 形 的 数量 关系 和 位 置 关 
系 的 学 料 的 名 称 ,就 是 在 那个 时 候 开始 沿用 下 来 的 。 

(=) 

几何 学 和 算术 一 样 产生 于 实践 ， 也 可 以 说 几何 产生 的 历 
忠和 算术 是 相似 的 。 在 远古 时 代 ， 人 们 在 实践 中 积累 了 十 分 
丰富 的 各 种 平面 、 直 线 , 方 , 圆 、 长 , 短 ,、 宽 , 窄 ,厚薄 等 概念 ,并 
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且 逐 步 认识 了 这 些 概念 之 间 、 它 们 以 及 它们 之 问 位 置 关系 刀 
数量 之 间 有 什么 关系 ， 这 些 后 来 就 成 了 几何 学 的 基本 概念 。 
随 着 生产 力 的 发 展 ， 人 们 在 从 事 农业 生产 的 时 个， 要 测量 圭 
地 为 了 抵御 自然 力 的 克 击 , 要 构筑 房屋 ， 为 了 生产 和 生活 要 
制造 器 盟 , 这 些 活动 都 需要 几何 知识 。 正 是 生产 实践 的 需要 ， 
原始 的 几何 概念 便 逐 步 形成 了 比较 粗浅 的 几何 知识 。 虽 然 这 
些 知 识 是 零散 的 ,而 且 大 多 数 是 经 验 性 的 ,但 是 几何 学 就 是 建 
立 在 这 些 零散 的 \ 经 验 性 的 ,粗浅 的 几何 知识 之 上 的 。 

几何 学 是 数学 中 最 古老 的 分 文 之 一 ， 也 是 在 数学 这 个 领 
域 蛙 最 基础 的 分 支 之 一 古代 中 国 、 古 巴比伦 , 十 换 及 , 古 印 
度 、 古 希腊 都 是 几何 学 的 重要 发 源 地 。 

大量 出 十 文物 证 明 ,在 我 国 的 史前 时 期 ,人 们 已 经 党 握 了 
许多 几何 的 基本 知识 。 看 一 看 远古 时 代 人 们 使 用 过 的 物品 中 
那 许 许多 多 精巧 的 、 对 称 的 图 案 的 绘制 ,一 些 设计 简单 但 是 讲 
究 体 积 和 容积 比 移 的 器 到， 卷 足以 说 明 当 时 人 们 掌握 的 几何 
知识 是 多 么 丰富 了 。 

中 国有 一 部 古书 叫做 性 子 »>， 是 两 千 多 年 前 战国 时 代 的 
户 佼 ( 约 前 390- 约 前 380) 写 的 , 书 内 记 有 “二 者 ， 便 为 规 , 抵 、 
准 、 强 ,使 天 下 仿 末 ”意思 是 说 , 古 时 候 有 一 个 人 中 做作 ,他 制 
造 了 规 , 短 , 准 , 强 这 些 工具 用 来 测量 图, 方 、 平 , 直 , 天 下 的 人 
都 照 他 那样 做 了 。 作 传说 是 黄帝 或 者 唐 癌 时 候 的 能 工 巧 区 ， 
也 就 是 说 四 千 五 百 多 年 前 ,我 国 就 有 了 许多 几何 的 概念 。 

传说 大 约 四 千 一 百 多 年 前 的 夏 轴 在 治水 的 时 候 ， 就 是 右 
手 拿 着 测量 用 的 强 子 左手 拿 着 男 规 和 曲 尺 ,治水 需要 院 通 河 
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道 .引水 分 洪 , 构 锁 卉 项, 没有 几何 方面 的 一 些 基 本 知识 ,要 完 
成 这 些 工程 ,治理 水 灾 也 是 不 可 能 的 。 

在 我 图 最 早 的 一 部 数学 著作 “ 周 荐 筹 经 里, 记载 了 不 少 
几何 方面 的 知识 。 如 西方 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,大 约 是 在 二 
千 五 百 多 年 前 ,由 古 希 腊 数 学 家 毕 达 哥 拉 斯 ( 约 前 580- 前 500) 
提出 来 的 。 但 是 ， 这 个 定理 在 我 国 比 毕 达 再 拉 斯 早 几 百年 就 
由 办 朝 的 商 高 ( 约 前 1100 年 左右 ) 提 册 来 了 ,叫做 义 股 定理 。 
这 些 充 分 说 明 我 们 古老 的 祖国 是 几何 学 的 发 源 地 。 

(三) 

几何 成 为 一 门 系统 的 学 科 , 从 发 展 史 的 角度 来 说 ,希腊 的 
学 者 在 这 方面 的 工作 曾 起 了 十 分 关键 性 的 作用 。 

两 干 多 年 前 的 十 希腊 商业 繁荣 ， is 

热心 追求 科学 知识 ,研究 几何 就 是 最 感 兴趣 的 内 容 ， 在 这 里 应 
当 提 及 的 是 哲学 家 、 几何 学 家 柏拉图 (前 429- 前 348) 和 哲学 
家 亚 里 士 多 德 ( 前 384- 前 322) 对 发 展 几 何 学 的 贡献 。 柏 拉 图 
把 还 辑 学 的 思想 方法 引入 了 几何 ， 使 原始 的 几何 知识 受 逻 辑 
学 的 指导 逐步 趋向 于 系统 和 严密 的 方向 发 展 。 

柏拉图 在 雅典 给 他 的 学 生 讲 授 几 何 学 ， 已 经 运用 人 逻辑 扒 
理 的 方法 对 几何 中 的 一 些 命题 作 了 论证 。 亚 里 士 多 德 被 公认 
是 逻辑 学 的 创始 人 ,他 所 提出 的 “三 段 论 ”的 演绎 推理 的 方法 ， 
对 于 几何 学 的 发 展 ,影响 更 是 巨大 的 。 到 今天 ,在 初等 几何 学 
中 , 仍 是 运用 三 自 论 的 形式 来 进行 推理 。 

租 是 ,尽管 那 时 候 已 经 有 了 十 分 丰富 的 几何 知识 ,这 些 知 
识 仍然 是 零散 的 、 孤 立 的 ,不 系统 的 。 真 正 把 几何 总 结 成 一 门 
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臣 和 并 医 


这 五 组 公理 加 起 来 共有 20 条 ,这 些 公理 合 起 来 共同 组 成 
了 今天 的 平面 和 空间 几何 的 完整 的 公理 系统 。 

在 几何 学 中 ,如 果 满 足 上 面 讲 的 5 组 公理 的 几何 ,就 叫做- 
欧 氏 几 何 学 。 例 如 平面 几何 \ 立 体 几何 和 解析 几何 就 都 属于 
欧 氏 几何 的 内 容 。 

(=) 

目前 ,在 中 学 的 几何 (平面 几何 ,立体 几何 ) 体系 , 不 但 保 
留 了 网 几 里 得 < 几何 原本 » 的 主要 内 容 ,在 选取 公理 肉 容 的 时 
候 , 有 的 也 是 从 希 尔 伯 特 公理 体系 中 适当 选取 的 。 有 的 是 先 
取 后 轴 以 “改造 *, 比 如 ,有 旦 立体 几何 教科 书 , 首 先 就 引入 3 
条 公理 。 这 3 条 公理 是 ， 

公理 ”如 果 一 条 直线 上 有 两 个 点 在 一 个 平面 那 么 这 直 
线 上 所 有 的 点 都 在 这 个 平面 内 。 

公理 ”过 不 在 一 直线 上 的 三 点 可 确定 一 个 平面 。 

公理 “如果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ,那么 它们 就 相交 于 
经 过 这 皮 的 一 条 直线 。/ 

评 以 看 出 ,这 信 系 公理 实际 上 就 是 从 希 尔 佑 畦 结合 公理 
组 中 直接 从 第 1 组 的 第 6 条、 第 条、 第 2 淋 和 第 7 条 市 选取 
或 性 适当 作 了 “改造 "的 。 这 样 处 理 的 目的 是 信教 育 的 规 点 出 
发 ,以 便 适合 于 青少年 的 年 具 特 点 和 接受 能 力 。 

总 之 ,建立 了 和 希 尔 伯 特 公理 体 芭 (也 叫 散 希 氏 公理 体系 ) 
后 ,初等 几何 学 就 可 以 从 这 些 公理 以 及 有 关 几 何 元 素 的 定义 
出 发 ， 进 行 产 痢 的 演绎 推 埋 ， 从 而 导出 初等 几何 学 的 全 部 内 
容 2 . - 


时 


(mw) 

和 项 尔 伯 特 不 仅 提出 了 一 个 完善 的 几何 体系 , 并 且 还 提出 
了 建立 一 个 公理 系统 的 原则 。 就 是 在 一 个 几何 公理 系统 中 ， 
采取 亏 些 公理 ,应 该 包含 多 少 条 公理 ,应 当 考 蕊 如 下 三 个 方面 
的 问题 : 

第 一 ,共存 性 ( 和 谐 性 ), 就 是 在 一 个 公理 系统 中 , 各 条 公 
理应 该 是 不 矛盾 的 ,它们 和 谐 而 共存 在 同一 系统 中 。 

第 二 ,独立 性 ,公理 体系 中 的 每 条 公理 应 该 县 各 起 独 立 而 
互 不 依附 的 ,没有 一 条 公理 是 可 以 从 其 它 公 理 引 伸 出 来 的 。 

第 三 ,完备 性 ;公理 体系 中 所 包含 的 公理 应 该 是 足够 能 证 
明 本 学 科 的 任何 新 命题 。 

这 种 用 公理 系统 来 定义 几何 学 中 的 基本 对 象 和 它 的 关系 
的 研究 方法 ,成 了 数学 中 所 谓 的 “公理 化 方法 ”而 把 欧 几 里 得 
在 < 几 柯 原本 3 提出 的 体系 叫做 古典 公理 法 。 

公理 化 的 方法 给 几何 学 的 研究 带 来 了 一 个 新 颖 的 观点 ， 
在 公理 法 理论 中 ,由 于 基本 对 象 不 予定 义 ,因此 就 不 必 探 究 对 
象 的 直观 形象 是 什么 ,只 专门 研究 抽象 的 对 象 之 间 的 关系 ,性 
质 。 从 公理 法 的 角度 看 ,我 们 可 以 任意 地 用 点 , 线 、 画 代表 具 
体 的 事物 ,只 要 过 些 具体 事物 之 闯 满 足 公理 中 的 结合 关系 , 顺 
序 关系 ,合同 关系 等 ,使 这 些 关系 满足 公理 系统 中 所 规定 的 要 
求 ,这 就 构成 了 几何 学 。 因 此 ,凡是 符合 公理 系统 的 元 素 都 能 
构成 几何 学 ,每 一 个 几何 学 的 直观 形象 不 止 只 有 一 个 ,而 是 可 
能 有 无 穷 多 个 ,每 一 种 直观 形象 我 们 把 它 叫 做 几何 学 的 解释 ， 
或 者 叫做 某 种 几何 学 的 模型 。 平 常 我 们 所 熟悉 的 几何 图 形 。 
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在 研究 几何 学 的 时 候 , 并 不 是 必须 的 , 它 不 过 是 一 种 直观 形象 
而 已 。 因 此 ,几何 学 研究 的 对 象 就 更 加 广泛 ,几何 学 的 含义 比 
殉 几 里 得 时 代 更 为 抽象 。 这 些 ,都 对 近代 几何 学 的 发 展 带 来 
了 深远 的 影响 。 由 于 希 尔 伯 特 公理 体系 的 特点 是 完全 脱离 了 
直观 的 约束 ,这 样 就 可 以 抽象 地 展开 逻辑 的 推导 ,使 得 整个 几 
何 向 着 抽象 的 方向 发 展 , 这 个 正 是 近代 几何 学 的 一 个 特点 。 


非 欧 几何 学 


六 “不 可 思议 ”的 几何 


从 第 五 公设 谈 起 


(一 ) 

欧 几 里 得 的 < 几何 原本 ?提出 了 五 条 公设 ,前 面 已 经 介绍 
过 了 。 在 这 里 ,我 们 特别 提出 第 五 公设 。 如 下 图 所 示 , 直 线 
a.6 被 直线 c 所 截 , 在 截 线 一 便 的 
两 个 同 侧 内 角 e+ 乙 8<180", 那 
么 直线 4a.b 在 向 右 俐 无 限 延长 一 定 
会 相交 。 一 些 数 学 家 后 来 证 明了 这 
条 公设 和 “过 已 知 直线 外 的 一 个 已 


a+8<180" 
知 点 只 能 作 一 条 直线 和 已 知 直线 平 


行 ?实际 上 是 等 价 的 命题 。 

长 期 以 来 ,数学 家 们 发 现 第 五 公设 和 前 四 个 公设 相 比 , 显 
得 文字 人 氢 述 兄长 ,而 且 也 不 那么 显而易见 。 有 些 数学 家 还 特 
别 注意 到 欧 几 里 得 在 < 几何 原本 » 一 书 中 退 迟 地 到 了 第 二 十 九 
个 命题 中 才 用 到 ,而 且 此 后 再 也 不 用 了 。 这 世 就 是 说 ,在 欧 几 
里 得 的 < 几何 原本 ”中 可 以 不 依靠 第 五 公设 而 推出 前 二 十 八 个 
命题 。 因 此 ,一 些 数学 家 提出 ,第 五 公设 能 不 能 不 作为 公设 而 

#3 


作为 定理 ?能 不 能 依 章 其 他 公设 和 命题 来 证 明 第 五 公设 ? 这 

就 是 几何 发 展 史 上 最 著名 的 长 达 两 干 年 的 关于 “平行 线 理论 ” 

的 讨论 。 : - 
(=) 

在 这 漫长 的 讨论 过 程 中 , 昌 然 耗费 了 许多 数学 家 的 精力 ， 
但 是 一 直 没 有 取得 任何 的 结果 。 有 些 数学 家 在 证 明 第 五 公设 
的 时 候 , 使 用 的 论据 实际 上 都 是 在 假定 第 五 公设 成 立 的 前 提 
下 才 成 立 的 。 和 如 果 第 五 公设 不 成 立 ,那么 这 些 定理 也 不 成 立 。 
因此 ,这 些 数学 家 在 证 明 第 五 公设 的 了 时候, 就 犯 了 逻辑 上 循环 
论证 的 错误 。 

在 深入 讨论 如 何 证 明 第 五 公设 问题 的 过 程 中 数学 家 们 
虽然 没有 能 够 证 明 第 五 公设 ,但 是 他 们 的 研究 活动 却 促进 了 
几何 学 的 发 展 。 比 如 发 现 了 一 批 和 第 五 公设 等 价 的 命题 : 

三 角形 的 内 角 和 等 于 2d 和 第 五 公设 是 等 价 命题 

平行 公理 和 第 五 公设 是 等 价 命题 

t 边 形 的 内 角 和 是 (24 一 4)d 和 第 五 公设 是 等 价 命 题 ; 

后 来 一 些 数学 家 就 转 而 企图 不 用 第 五 公设 去 证 明 第 五 公 
设 的 某 一 个 等 价 命题 。 必 若 证 明成 功 了 ,那么 回 过 头 来 就 可 
以 把 第 五 公设 变 成 定理 。 

在 这 里 介绍 一 下 意大利 数学 家 萨 开 里 《1667-1733) 的 证 
明 。 萨 开 里 的 研究 是 从 四边 形 的 内 角 和 出 发 ,他 试图 不 用 第 
五 公设 而 证 明 四 边 形 的 内 角 和 是 44 。 假 车 他 证 明成 功 了 ,第 
五 公设 就 可 以 成 定理 了 。 - 
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过“ 阶 开 里 假设 一 个 四 边 形 4BCB 如 
.在 图 所 示 , 边 AD=BC，4DL48， 
BC 上 AB ,这 个 四 边 形 叫 艇 洲 开 里 下 
边 形 。 因为 4DL48, BCL4B, 那 么 
本 之 4、 人 LB 都 是 直角 , 养 且 可 以 证 明 
LC= 人 D, 对 其 余 的 两 个 角 , 他 作 了 三 种 假设 ， 
第 一 种 假设 :LC 和 人 LD 都 是 锐角 (由 做 锐角 假设 ) 
- 第 二 种 假 没 i 人 LC 和 AD 都 是 印 角 (叫做 能 角 假设 )s 
第 三 种 假设 , CC 和 人 DD 都 是 直角 (叫做 直角 假设 ) 。 
为 了 证 明 人 LD=4d，, 只 须 否定 LD>4d 和 LD<d 就 可 以 了 
. 萨 开 里 很 块 地 把 亿 D>d 引 疯 矛 盾 。 但 在 证 明 人 D<d 的 
推理 过 程 中 ,他 引出 的 推论 很 多 ,一 直 引 出 第 38 个 命题 , “在 
平面 上 存在 两 条 直线 五 和 1 ( 右 下 图 ) 使 它们 在 一 方 无 限 相互 
接近 , 县 在 反方 向 无 限 地 分 开 , 这 样 xlt 入 : 
将 在 无 限 远 点 Pw 有 着 共同 的 重 线 16” 萨 开 里 ‘ 
认为 这 是 不 可 能 的 ,因此 就 “ 归 引 * 出 矛盾 了 。 ~ 
从 而 , 他 认为 过 C= /局 =d, 因 而 宣布 第 五 公 了 
设 已 被 证 明 。 实 际 上 ,上 面 引 出 的 结论 并 没有 矛盾, 萨 开 里 认 
为 的 矛盾 ， 只 是 在 推 至 中 和 人 们 对 普通 的 几何 的 认识 的 观念 


不 相 容 ,错误 地 用 有 限 图 形 的 性 质 去 判定 无 限 图 形 
非 欧 几何 的 诞生 
《一 ) 
由 于 证 明 第 五 公设 的 问题 始终 没有 解决 ,人 们 逐渐 怀疑 
70 


证 明 的 路 子 走 得 对 不 对 ? 第 五 公设 到 底 能 不 能 证 明 ? 

到 了 十 九 世 纪 二 士 年代, 俄国 喀 山 火 学 教授 罗 巴 切 夫 斯 
基 在 证 明 第 五 公设 的 过 程 中 ,他 走 了 另 一 条 路 子 。 他 放弃 了 
了 殉 氏 平行 公理 而 提出 了 一 个 和 了 欧 氏 平行 公理 相 矛 盾 的 命 是 ， 
* 过 不 在 已 知 直线 上 的 一 点 ,可 以 引 不 止 一 条 而 至 少 是 两 条 直 
线 和 已 知 直线 平行 "他 用 这 个 命题 来 代替 第 五 公设 然 后 把 
坎 刀 里 得 的 其 它 公 设 ,公理 ,定义 以 及 萌 第 五 公设 没有 关系 的 
定理 (比如 前 26 个 定理 ?作为 一 个 公理 系统 展开 一 系列 的 逐 
辑 推 理 。 他 认为 如 果 这 个 系统 中 出 现 矛 盾 ,这 就 等 于 用 反 证 
法 证 明了 第 五 公设 。 但 是 他 在 极为 深入 细致 地 进行 推理 的 过 
程 中 ,得 出 了 一 个 一 个 在 逻辑 上 毫 无 蔬 盾 的 命题 。 最 后 , 罗 巴 
切 夫 斯 基 得 出 两 个 极为 重要 的 结论 : 

第 一 ,第 五 公设 不 能 证 明 

第 二 ,在 新 的 公理 系统 中 虹 开 的 一 连 串 的 推理 ,得 到 的 一 
系列 在 多 辑 上 无 着 盾 的 新 的 定理 ,形成 了 新 的 理论 。 这 个 新 
的 理论 象 欧 氏 几何 一 样 是 完善 的 ,严密 的 几何 学 。 

这 种 几何 学 被 叫做 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ,简称 做 罗氏 几何 ， 
属于 人 们 通称 的 非 欧 几 里 得 九 何 的 一 种 。 

从 罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 的 非 欧 几何 学 中 , 可 以 得 出 一 个 极 
为 重要 的 \ 具 有 普遍 意义 的 结论 : 带 辑 上 互 不 矛盾 的 一 组 假设 
都 有 可 能 提供 一 种 几何 学 。 


《二 ) 

几乎 在 罗 巴 切 夫 斯 基 创立 非 欧 几何 学 的 同时 匈牙利 
的 鲍 耶 . 雅 诺 什 《180221860) 也 发 现 了 第 五 公设 不 可 证 骨 
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和 非 殉 几何 学 的 存在 。 移 于 在 研究 非 软 几何 学 的 过 程 中 ,他 
也 遗 到 了 家 庭 、 社 会 的 冷漠 对 待 ， 他 的 父亲 鲍 耶 。 法 尔 卡 什 
《3775-1856) 是 一 个 数学 家 ,认为 研究 第 五 公设 是 耗费 精力 劳 
而 无 功 的 炭 事 , 劝 他 放 旗 这 种 研究 。 但 是 鲍 那 ' 雅 诺 什 至 持 为 
发 展 新 的 几何 而 辛 郁 地 工作 ,终于 在 1882 年 , 在 他 父亲 的 一 
本 著作 里 ,以 附录 的 方式 发 表 了 研究 结果 。 

那个 时 代 被 誉 为 数学 王子 ”的 高 斯 也 发 现 第 五 公设 不 能 
征明 ,并 且 和 研究 了 非 殉 几何 。 但 是 ,高 斯 害 铂 这 种 理论 会 遭 到 
当时 数 会 力量 的 打击 和 迫害 ， 一 直 不 敢 公 开发 表 自 己 的 研究 
成 果 , 只 是 在 书信 中 给 自己 的 朋友 表示 了 自己 询 看 法 ,也 不 敢 
中 出 来 公开 支持 罗 巴 切 夫 斯 基 , 移 耶 他 们 的 新 理论 。 


罗氏 几何 学 
(—) 

罗氏 几何 学 的 公理 系统 和 殉 氏 几何 学 不 同 的 地 方 仅仅 是 
把 欧 氏 平行 公理 用 “从 直线 外 一 点 ,至 少 可 以 作 两 条 直线 和 这 
条 直线 平行 " 米 代 替 , 其 他 公理 绝 大 部 分 相 洞 。 由 于 平行 公理 
不 同 ,经 过 演绎 推理 却 引出 了 一 连 申 和 欧 几 里 得 几何 内 容 不 
同 的 新 的 几何 命题 。 

首先 是 关于 平行 线 的 定义 。 在 欧 氏 几何 学 中 把 共 面 的 两 
条 不 相交 的 直线 叫做 平行 直线 ,而 在 罗氏 几何 中 却 规定 了 新 
的 定义 ,所 谓 直 线 44' 和 BB' 平行 ,必须 满足 下 列 三 个 条 件 : 

第 一 ,直线 44' 和 BB' 在 一 个 平面 上 ; 

第 二 ,直线 44" 和 88' 不 相交 


第 三 ,在 人 4BB' 内 ,从 B 引 直线 一 定 和 44' 相交 。 

这 三 个 条 件 如 本 页 上 端 左边 的 图 所 示 。 

罗氏 平行 公理 是 这 样 说 的 :从 直线 外 一 点 Q., 至 少 可 以 
引 和 1! 不 相交 的 两 条 直线 OL 和 OM ,例如 本 页 右上 图 所 示 那 
样 ,直线 OL 叫做 右 平 行 线 , 直线 OM 叫做 左 平 行 线 。 从 0 向 
直线 ! 引 重 线 ON , 设 ON=P ,那么 , CNOL 就 随 卫 的 变化 
而 变化 ,把 这 个 角 时 作 平行 角 ,用 x(BP) 来 表示 , 当 了 > ce 的 时 
修 ,x(P)->0, 当 了 ->0 的 时 候 , r(P) 人 直角。 加 为 一 般 来 说 ， 
x(P) 小 于 直角 ,所 以 OF 的 反 向 线 OL' 离 直 线 1 越 来 越 远 。 


又 如 右 图 所 示 ,a 和 "是 右 和 和 4 
平行 线 。 现 在 观察 直线 < 上 < 
的 一 点 X 到 直线 2 的 距离 XY 

全 着 站 点 的 移动 , 酒 帮 它 将 怎 a 
样 变化 ? PY 


从 41 向 直线 a 引 重 线 41B; ,从 点 Bi 向 直 线 C 引 重 线 
B14s; 再 从 点 4 向 直 线 e 引 垂 线 ds 坊 ,从 点 Ba 向 直线 C 引 
王 线 B4*, 很 容易 证 明 4Bs<41B1:，4sBs< 省 Ba。 如 果 再 继 
续 这 样 作 下 去 ,点 心 .4、.4…… 到 直线 “的 距离 变 得 越 来 越 
小 , 换 句 话说 ,就 是 当 点 式 向 右 移 动 的 时 候 , 它 到 直线 e 的 距 
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离 XY 逐渐 变 小 , 当 点 于 趋向 无 限 远 的 时 候 , XY->0, 就 是 说 
平行 直线 e 和 * 上 渐 近 地 逼近 。 

同 对 可 以 证 明 , 它 们 的 距离 在 相反 方向 不 仅 增 大 ,而 且 趋 
疝 无 穷 。 这 个 结论 和 欧 氏 几何 里 的 平行 线 间 的 距离 处 处 相 竺 
的 概念 差别 多 么 大 1 

(=) 

由 于 平行 线 的 定义 不 邮 , 平 行 线 公理 不 同 ,因此 ,在 隐 氏 
几何 中 ,凡是 和 平行 线 有 关 的 一 些 命 感 ,在 罗氏 几何 中 就 有 新 
的 意义 。 下 面 列举 罗氏 几何 中 的 一 些 命题 ,如 ， 

两 条 直线 或 者 相交 或 者 平行 。 如 果 平 行 ;它们 在 一 侧 渐 
近 地 融 近 ,而 在 另 一 侧 则 无 限 地 分 离 。 
同一 直线 的 两 条 导线 ,它们 是 离散 的 。 

， 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 常 和 底 边 是 离散 的 。 

三 角形 各 内 角 之 和 总 小 于 两 个 直角 ， 而 且 不 同 的 三 角形 
有 不 同 的 内 角 和 。 

任何 西 四 边 形 的 内 角 和 小 于 四 个 直角 ,因此 ,不 存在 给 形 。 

三 角形 面积 和 两 直角 限 它 的 内 角 各 的 差 成 正比 ; 如 果 以 
SC 人 ) 表示 三 角形 的 面积 , 以 4. 包 .yY 分 别 表示 三 角形 的 三 个 
内 角 ， 那 么 


SCA) = 互 (r 一 4 一 8 一 人 )。 
这 里 ,x 一 a 一 8 一 ? 叫做 “亏损 ?。 可 以 看 到 , 三 角形 内 角 
和 对 季 的 寻 损 因 它 的 面积 增 大 而 增 大 。 
{=) 
我 们 知道 ， 罗 天 几何 除了 一 个 平行 公理 之 外 采 记 了 欧 氏 


74 


几何 的 一 切 公理 。 轩 此 ,凡是 不 涉及 到 平行 公理 的 所 何 命题 ， 
在 谈 民 几何 中 如 果 症 正确 的 ,在 罗氏 几何 中 也 同样 是 正 裤 的 。 
在 了 爽 氏 几何 中 , 凡 涉 及 到 平行 公理 的 命题, 在 罗氏 几何 中 都 不 
成 立 ， 它 们 都 相应 地 含有 新 的 意义 。 下 面 举 几 个 例子 加 以 对 
比 说 明 ， “ 


欧 氏 几何 罗氏 几何 


周一 直线 前 垂 线 和 余 线 同一 直线 的 生 线 和 和 锋线 
相交 。 不 一 定 相交 。 
垂直 于 同一 直线 的 两 条 垂直 于 同一 直线 的 两 条 
直线 互相 平行 。 直线 , 当 两 端 延长 的 时 候 , 离 
散 到 无 穷 。 
存在 相似 的 多 边 形 。 不 存在 相似 图 形 。 
过 不 在 周一 直线 上 的 三 过 不 在 间 一 直线 上 的 三 


点 可 以 作 县 仅 能 作 一 个 四 。 点 ,不 一 定 能 作 一 个 画 。 

从 前 面 所 列举 的 罗氏 几何 中 的 一 些 命题 可 以 看 到 ， .这 些 
命题 和 我 们 所 习惯 的 直观 形象 有 乞 技 。 所 以 罗氏 几何 中 的 一 
些 几 何事 实 没有 象 欧 民 几何 那样 容易 被 人 们 接受 。 但 是 ， 数 
学 家 们 经 过 研究 ， 提 出 可 以 用 我 们 习惯 的 欧 氏 几何 中 的 事实 
作 一 个 直观 “ 模 昏 "来 解 大 罗氏 几何 是 正 斑 的 。， 

德国 数学 家 克 莱 因 (1849-1925) 就 提出 了 一 个 简单 的 模 
型 ,他 的 主要 想法 是 , 镜 用 胸 氏 几何 让 的 元 素 , 然后 对 其 中 某 
些 元 素 给 予 新 的 约定 ， 并 说 明 它 们 之 间 的 关系 。 因 为 这 种 凡 
何 只 是 用 另外 的 观点 和 字眼 来 描述 通常 的 钦 氏 儿 笨 中 的 元 
素 , 因 此 , 它 和 网 开 几何 一 样 是 正确 的 。、 
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克 菜 因 的 罗氏 几何 模型 是 ， 在 普通 的 欧 氏 平面 上 取 一 个 

器 ,而 县 只 考虑 圆 的 内 部 。 我 们 约定 把 加 的 这 个 内 部 巴 散 “ 平 
面 ”( 它 起 着 罗氏 平面 的 作用 ,机 内 的 点 叫做 罗氏 点 ) 。 把 圆 的 
弦 叫 做 “罗氏 直线 ”( 弦 和 图 周 的 交点 除外 ) 。 此 外 , 连接 这 平 
遂 上 两 点 的 “直线 ”以 及 求 两 条 “直线 ”的 交点 那么 就 和 有 欧 氏 几 
何 中 的 情形 相同 。 左 面 这 个 图 


就 能 说 明 这 个 模型 。 通 过 已 知 
点 4 而 且 不 和 已 知 芯 BC 相交 
的 弦 至 少 有 两 条 《比如 过 3 和 


< C 的 两 条 骇 。 肥 为 规定 把 张 和 


1 fc 圆 的 交点 除外 ,所 以 它们 和 BC 
没有 交点 ) ,这 和 罗氏 平行 公理 
“过 不 在 已 知 直 线 上 的 一 点 至 
少 可 以 引 两 条 直线 不 与 已 知 直线 相交 。 是 一 致 的 。 
适 过 观察 这 个 “模型 "， 使 我 们 认识 到 罗氏 几何 的 内 容 可 
专 理 解 成 是 殉 氏 几何 中 国内 的 几何 学 的 独特 的 命题 ， 从 而 证 
实 了 罗氏 几何 的 现实 意义 。 此 外 ， 也 解答 了 欧 氏 几何 的 平行 
公设 不 能 由 其 他 公设 得 到 ， 和 否则 下 氏 几何 的 平行 公设 在 克 莱 
因 的 “模型 "中 也 一 定 成 立 。 但 是 事实 却 并 非 如 此 。 
黎 曙 几何 学 
- 《一 ) 
非 殉 几何 学 是 一 门 大 的 数学 分 支 , 一 般 来 说 , 它 有 广义 、 
狭义 、 通 常 意 义 这 三 个 方面 的 不 同 含义 。 所 谓 广 义 是 泛 指 一 
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切 和 欧 几 里 得 刀 何 不 同 的 几何 学 ， 狭 义 的 非 欧 几 何 只 是 指 罗 
氏 几 何 来 说 的 ,至 于 通常 意义 的 非 欧 几何 ,就 是 指 罗氏 几何 和 
黎 氏 几何 这 两 种 几何 。 

前 面 已 经 讲 了 罗氏 几何 ， 我 们 在 这 一 节 里 再 简略 介绍 一 
下 黎 氏 几何 。 | 

黎 氏 几何 是 德国 数学 家 黎 曼 (1826-1866) 创立 的 。 他 在 
1851 年 所 作 的 一 篇 论文 “ 论 几 何 学 作为 基础 的 假设 ”中 明确 
提出 另 一 种 几何 学 的 存在 ， 开 创 了 几何 学 的 另 一 片 广阔 的 领 
域 。 后 来 就 叫做 黎 曼 几何 学 ,也 吗 黎 氏 几 何 学 。 

(二 ) 

我 们 知道 , 欧 氏 几 何 、 罗 氏 几 何 中 关于 结合 公理 、 顺序 公 
理 、 连 续 公 理 以 及 合同 公理 都 是 相同 的 ， 只 是 平行 公理 不 一 
玛 。 欧 氏 几 何 的 平行 公理 是 “过 线 外 一 点 在 平面 上 有 县 仅 有 
一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ”罗氏 几何 的 平行 公理 是 “过 直线 
外 一 点 在 平面 二 至 少 存 在 两 条 直线 和 已 知 直 线 平 行 。" 那 么 是 
否 存 在 这 样 的 几何 , 这 种 几何 规定 :过 线 外 一 点 在 平面 上 不 能 
作 直 线 和 已 知 直线 平行 ? 黎 曼 几何 学 就 回答 了 这 个 问题 。 

在 黎 曼 几何 中 的 一 条 基本 规定 是 :在 同一 平面 内 任何 两 
条 直线 都 有 公共 点 ， 这 个 事实 我 们 可 


久 从 三 度 空间 中 的 二 度 球面 来 进行 观 (天 
察 。 如 右 图 所 示 ， 在 这 个 蒜 面 上 我 们 

把 “直线 "规定 是 这 个 球面 的 大 画 ， 这 

禅 的 直线 是 封 声 的 。 在 这 种 几何 里 ， ~ 


就 这 个 图 来 说 ,任意 两 条 “直线 ”必然 
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相交 。 因 此 ,过 一 定 直 线 外 一 点 ,永远 都 不 能 作 “ 直 线 " 平 行 于 
这 条 定 直 线 。 此 外 ,在 球面 上 任意 两 点 闻 的 焉 离 是 过 这 两 点 
的 大 圆 上 介 于 这 两 点 间 比 较 短 的 弧 的 弧 长 ， 这 也 是 过 这 两 点 
的 一 切 弧 中 最 短 的 弛 《这 和 殉 氏 几何 中 平 画 上 任意 两 点 间 的 
直线 距离 最 短 是 吻合 的 ) 。 

在 黎 受 几何 中 有 一 个 重要 结论 ,就 是 “三 角形 的 三 个 内 角 
和 大 于 180""。 这 是 因为 在 这 种 几何 里 ,“ 直 线 ” 是 球面 上 的 
大 圆 强 , 球 面 上 三 条 这 样 的 直线 可 以 构成 一 个 三 角形 。 例 如 ， 
在 左 图 的 球面 上 过 北极 N 和 南极 $ 
的 两 条 大 圆 弧 《也 叫做 子午 线 )， 和 
洒 道 围 成 一 个 三 角形 ， 也 就 是 图 中 
的 ANA4B。 我们 知道 , 对 午 线 是 垂 
直 于 沫 道 的 ,因此 ,这 样 的 球面 三 角 
形 的 三 个 角 申 已 经 有 了 两 个 直角 * 
再 加 上 第 三 个 角 ， 三 角形 的 内 角 和 
” 就 大 于 180? 。 这 是 黎 押 几何 中 的 一 


个 重要 的 结论 。 
(三 ) 
在 黎 电 几何 学 中 不 承认 平行 线 的 存在 ,还 有 两 条 公设 ,第 
一 ,内 一 平面 上 的 任何 两 条 直线 一 定 相交 。 第 二 ,直线 可 以 无 
限 延 长 ,但 总 的 长 度 是 有 限制 的 。 
前 面 在 讨论 欢 凡 里 得 平行 理论 前 时 候 ， 萨 开 里 在 他 的 证 
明 中 、 曾 提 到 过 所 谓 萨 开 里 四 边 形 的 三 种 假设 ; 就 是 直角 假 
设 、 锐 角 假 设 和 钝 角 假设 。 后 来 人 们 才 搞 浓 楚 ,从 锁 角 很 设 研 
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以 推出 罗氏 几何 的 一 些 事实 ， 从 钝 角 假设 可 以 推出 一 系列 结 
论 , 如 不 存在 平行 线 、 三 角形 内 角 和 大 于 180”、 直 线 的 长 度 是 
有 限 的 ,等 等 。 这 也 就 是 说 ,由 艾 开 蜂 的 鳄 角 假设 就 可 以 推出 
黎 曼 几 们 的 事实 。 

窗 曼 几何 的 模型 是 一 个 经 过 适当 “改造 "的 球面 。 在 欧 氏 
空间 中 任 取 一 个 球面 ,约定 把 球面 上 的 对 径 点 (通过 球 心 的 直 
径 的 两 端的 点 叫 对 径 点 ) 看 作 是 一 个 对 象 ， 叫 做 黎 曼 几何 的 
点 。 黎 曼 几 何 的 直线 是 球面 上 的 大 园 ， 大 加 上 的 对 径 点 仍 看 
作 是 一 个 点 ， 对 径 点 统一 起 来 的 球面 便 叫 做 黎 氏 平面 。 可 以 
着 出 , 黎 氏 直线 是 封 半 的。 黎民 点 和 黎民 直线 的 结合 关系 , 便 
是 球面 上 的 点 和 这 个 团 上 大 罚 缴 的 普通 的 结合 关系 。 比 如 ， 

通过 两 个 黎民 点 可 以 引 礁 一 的 黎 氏 直线 

每 条 黎 氏 直线 上 至 少 有 两 个 黎民 点 (实际 上 有 无 穷 多 个 
点 ) 存在 不 共 黎 氏 直线 的 三 个 黎民 点 # 

象 氏 平面 上 任 春 的 两 条 直线 必 有 唯一 的 交点 。 

这 最 后 一 点 的 内 容 形成 了 各 曼 几 何不 同 于 殉 民 几何 和 罗 
我 几何 的 主要 特点 。 由 这 一 条 失守 可 以 得 到 ， 在 黎 曼 几何 中 
不 存在 平行 线 ,同样 在 黎 曼 空间 里 也 没有 平行 平西 ,更 不 可 能 
有 直线 和 平 天 的 平行 。: 

黎 曼 几何 就 是 这 样 一 种 几何 学 。 它 符合 结合 公理 ， 但 是 
郑 没有 平行 线 , 而 且 三 角形 的 内 角 和 大 于 180" 。 二 维 黎 曼 几 
何 也 是 欧 氏 平面 几何 在 曲 丁 情形 的 推广 ， 但 和 欧 氏 几何 根本 
不 周 。 _ 

在 这 里 谈 谈 黎 氏 平面 的 特点 。 
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根据 约定 ,对 径 点 统一 起 来 的 球面 就 叫做 黎 氏 平面 ,所 以 
歼 氏 平面 的 "模型 "就 是 半球 面 ,在 欧 氏 平面 上 ,任意 一 条 直线 
把 平 夯 分 成 两 部 分 ， 但 是 黎 氏 平面 上 的 一 条 直线 却 不 能 把 平 

. ge 面 分 成 两 个 不 同 的 部 分 。 如 左面 这 幅 

图 ,假如 有 一 个 人 沿 着 直线 a ,由 点 4 

(CA 起 向 前 走 〈 沿 得 头 所 示 药 方向 前 进 )， 

他 的 左边 是 图 中 “1 "的 部 分 ， 右 边 是 

图 中 “ 工 ? 的 部 分 ， 当 他 超过 了 图 中 的 

对 径 点 了 之 后 , 原来 在 左边 “1 "部 分 

的 C 点 就 潜在 它 的 右边 < 工 ” 的 部 分 了 ， 所 以 实 线 < 的 钠 侧 并 

不 是 两 个 不 相连 的 部 分 ， 因 此 就 不 好 区 分 那 一 部 分 在 直线 4 

的 左 侧 ， 那 一 部 分 在 直线 4 的 右 侧 。 称 本 平面 的 上 述 犹 网" 
化 具有 单 人 同性 。 

《四 ) . 
在 欧 氏 几 全 和 罗氏 用 何 中 都 可 以 引用 的 “顺序 公理 ?在 黎 


曼 几 何 中 是 怎样 叙述 前 ? 
在 歼 曼 几何 中 关于 直线 上 点 的 顺序 的 内 容 令 述 和 欧 氏 下 
何 中 的 氛 述 是 不 局 的 ， 由 于 黎民 喜 线 8 : 


区 属 于 四 周 的 性 质 ， 所 以 在 封闭 线 上 “5 < 


的 三 个 不 同 点 4.8、C( 见 右 图 ,如果 4 
C 是 介 于 4 和 8 之 间 ,; B 也 可 以 看 作 
是 介 于 4 和 C 之 间 , 因此 用 三 个 点 来 
叙述 封闭 线 上 点 的 顺序 是 没有 意义 
的 ， 这 就 需要 借用 加 于 上 的 由 个 点 来 
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建立 点 的 顺产 关系 。 在 上 页 右 下 图 中 , 圆 局 上 的 四 点 4、B,C、 
万 ,把 它们 分 成 两 组 4.8 和 C、D。 若 从 4 按 须 时 针 方向 沿 加 
周 运动 到 了 B, 必 经 过 Cj; 从 也 按 须 时 针 方 向 到 4 必 经 过 DD。 这 
样 就 可 以 规定 :点 4 、B( 也 叫做 点 对 4 了 ) 分 割 点 对 C、 了 ,点 对 
A.C 和 B.D 不 互相 分 割 。 可 以 看 出 ,在 歼 曼 几何 中 ， 在 直线 
上 建立 点 的 筑 序 的 时 候 , 把 两 个 点 对 的 分 割 性 作为 原始 概念 。 
比如 ， 黎 曼 几 何 中 的 顾 序 公理 中 的 一 条 就 是 这 样 叙 述 的 ， 不 
论 4.B,C, 是 任意 直线 1 上 什么 样 的 三 点 ,这 直线 上 必 有 点 万 
使 点 对 4.8 分 割 点 对 C.D。 在 建立 了 直线 上 点 的 顺序 之 后 ， 
便 可 以 引进 线段 、 角 和 三 角形 等 概念 。 不 过 ,一 些 概念 在 区 
氏 几 何 中 很 容易 理解 ,但 在 歼 氏 几何 就 不 那么 容易 了 。 
现在 举例 来 说 明 在 黎 曼 几何 中 是 怎样 定义 线段 的 。 如 下 
图 所 示 , 在 直线 1 上 有 点 4、 1 4 ec MBND 
B,C, DD，, 而 且 点 对 CD 分 
制 点 对 4、Bi 又 在 直线 1 上 
存在 这 样 的 点 开 使 点 对 C.M 不 分 割 点 对 4.B3 象 这 样 组 成 
的 集合 就 思 做 线段 。 点 4 和 8B 叫做 线段 的 端点 。 由 于 C 点 
的 位 置 具 有 一 般 性 , 所 以 由 点 4、B、 DD 以 及 使 点 对 DD. 不 
分 割 点 对 4、 B 的 点 NN 所 成 的 集合 也 是 线段 。 所 以 在 直线 
上 又 可 以 得 到 另外 一 条 线段, 它 也 是 以 4、B 为 两 个 端点 。 因 
此 ， 在 黎 细 几何 中 以 两 个 已 知 点 为 端点 的 线段 有 两 条 。 这 和 
欧 氏 几何 中 线段 的 定义 截然 不 同 。 
(五 ) 
黎 曼 几何 中 有 一 些 命题 和 欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 中 相应 的 
81 


命题 是 相 阅 的 ， 比 如 “三 角形 的 任 一 边 小 于 其 他 两 边 的 和 ”， 
“在 连结 两 个 已 知 点 的 一 切 曲线 中 都 是 以 线段 为 最 短 .” 只 是 
在 黎 曙 几 何 中 类 似 于 平面 上 直线 的 概念 是 所 说“ 短程 线 "。 在 
黎 曼 几 何 中 的 三 角形 的 边 都 是 以 短程 线 为 边 的 。 

但 是 ， 在 黎 曼 几 何 中 还 有 许多 不 同 于 殉 氏 几何 和 罗氏 几 
何 的 命题 。 例 如 ， 

“过 不 共 线 的 三 点 确定 四 个 不 同 的 三 角形 。” 这 是 因为 在 
黎 曼 几何 中 直线 的 形象 是 封闭 的 , 如 下 面 左边 图 中 的 2 和 2" 
合成 一 个 三 角形 ,同样 4 和 4'、3 和 3' 各 合成 三 角形 ,所 以 共 
组 成 四 个 不 同 的 三 角形 。 
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“过 不 在 一 条 直线 土 的 三 点 确定 四 个 不 同 的 贺 。” 我 们 从 
上 曾 右 图 可 以 看 见 , 因 为 三 角形 有 而 且 仅 仅 有 一 个 外 接 唤 ,而 
过 不 共 线 的 三 点 可 以 确定 四 个 不 局 的 三 角形 ， 所 以 过 这 样 的 
三 点 可 以 确定 四 个 不 同 的 贺 。 上 面 右 图 中 只 画 出 了 其 中 的 两 
个 圆 ， 一 个 是 外 接 加 ;上 下 两 段 弧 各 是 第 二 个 圆周 的 一 部 分 。 

“存在 有 三 个 直角 的 三 角形 .” 这 是 歼 亿 几何 中 三 角形 内 
角 和 大 于 180" 的 定理 的 特殊 体现 。 

获 曼 几何 不 存在 相似 形 。 
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在 黎 曼 几 何 中 还 有 一 个 特点 ,就 是 点 和 直线 、 线 段 和 角 是 
“平等 "的 。 具 体 地 说 ,如 果 我 们 在 任 一 正确 命题 中 ,用 “直线 ” 
代替 “点 ”, 用 “点 ” 代 着 “直线 ”, 用 “ 角 ” 代替 “线段 ”, 用 “线段 ” 
代替 “ 角 ”， 其 余 都 不 变 , 那么 可 以 得 到 一 个 新 的 正确 的 命 感 。 
比如 

直接 命题 , 相 异 两 点 确定 一 条 直线 。 

立刻 得 出 另 一 命题 ; 相 异 两 条 直线 确定 一 点 。 

《六 ) 

在 黎 曼 几何 中 ， 主 要 讨论 非 驳 几 里 得 的 黎 曼 空间 的 测度 
问题 。 所 请 黎 机 空间， 通俗 地 说 就 是 在 无 限 小 的 范围 尾 的 欧 
几 里 得 式 的 空间 。 歼 晕 认 为 在 这 种 空间 的 几何 中 ， 每 一 点 的 
几何 特性 随 着 每 一 点 的 曲率 而 改变 ， 所 谓 测度 就 是 空间 的 曲 
率 。 因 为 测度 是 数学 中 的 -一 个 重要 概念 ,在 这 里 ,结合 在 黎 曼 
空间 中 测度 两 点 间 的 距离 问题 ,作价 要 的 介绍 。 

我 们 知道 ,在 平面 上 引进 了 直角 举 标 系 Oxy 后 ,如 果 两 点 
闻 的 坐标 差 是 4x 和 4g, 那 么 这 两 点 之 间 的 距离 公式 就 是 

5S=w TmZ 。 

在 三 维 空间 里 同样 有 

3 一 ATNTT5TA 。 

在 ” 维 空间 里 也 同样 有 


s=y A A A 


由 于 黎 曼 几何 中 关于 连结 两 点 的 一 切 曲 线 中 以 线段 为 最 
短 ， 所 以 关于 求 两 点 间距 离 的 方法 应 该 各 上面 所 讲 的 方法 是 
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相间 的 。 但 这 只 能 在 每 个 点 邻近 的 无 限 小 的 区 域 里 才 是 这 样 
的 。 因 此 ,在 4 维 的 黎 蝎 空间 里 , 在 它 的 任意 点 4 的 邻近 处， 
引进 坐标 xiyyay…xs 以 后 ,从 点 4 到 无 限 邻 近 的 点 了 的 距离 
就 由 下 面 的 公式 得 出 

d= 本 


这 里 dx1,……dxs 是 点 4 和 B 的 坐标 的 无 限 小 的 差 。 可 以 
出 ,从 点 4 到 任意 邻近 点 8 的 距离 可 以 用 和 网 几 蛙 得 几何 
同 的 公式 求 出 ,所 不 同 的 只 是 比 点 了 到 点 4 的 邻近 程度 具 
有 比较 高 的 精确 度 。 就 是 

SCM) = SHI d+ eo 

这 里 :是 比 第 一 项 更 为 微小 的 量 , 而 且 当 坐标 差 
Lxi… dxs 越 小 的 时 候 , 它 也 越 小 。 

这 就 是 黎 曙 空间 测度 距离 的 意义 。 黎 曼 测 度 和 了 欧 氏 度量 
的 差异 在 于 ,这 种 法 则 只 在 每 个 已 知 点 邻近 才 成 立 。 

曲线 的 长 度 是 由 它 的 无 限 邻近 的 点 之 间 的 无 限 小 距离 求 
和 而 得 出 ， 这 就 是 说 由 长 度 的 微分 ds 沿 划 线 求 积分 而 决定 ， 
这 正 是 沿 曲 线 使 用 微小 (无穷小) 尺度 来 决定 长 度 的 严格 的 解 
析 表 示 。 关 于 微分 和 积分 的 概念 详 见 本 书后 面 第 八 章 。 

从 上 面 的 介绍 中 ， 我 们 可 以 看 到 在 黎 曼 几何 中 使 用 爽 氏 
几何 关系 的 时 候 ,只 是 在 每 一 个 无 限 小 的 区 域内 成 立 ,但 是 并 
非 精 确 地 成 立 , 区 域 越 小 , 精确 性 越 大 。 就 是 说 ,在 无 限 小 的 
区 域 里 才 上 其 有 了 欧 几 里 得 式 的 距离 测量 的 抽象 空间 的 观念 。 当 
空间 中 的 距离 按照 这 种 法 则 测 重 的 时 候 ， 这 空间 就 叫做 黎 曼 
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范 敦 


空间 ,这 种 空间 的 几何 就 叫做 黎 受 几何 。 因 此 , 正 象 前 面 已 提 
到 过 的 , 黎 曼 空间 是 在 “无 限 小 范围 "的 欧 几 里 得 式 的 空间 。 

上 面 已 经 在 关于 罗氏 几何 的 讨论 中 知道 ， 现 实 空间 内 是 
在 和 天 文 尺度 相 比 不 大 的 区 城 里 才 是 区 几 里 得 式 的 ， 区 城 越 
小 ， 歇 氏 几 何 就 越 精确 地 成 立 。 在 很 大 的 尺度 里 的 几何 学 已 
经 和 欧 几 里 得 几何 学 有 差异 了 。 但 是 ， 歼 曼 几 何 却 是 对 于 任 
何在 无 限 小 范围 里 的 欧 几 里 得 式 的 几何 。 

黎 曼 空间 和 欧 氏 空间 的 另 一 差别 是 , 欧 氏 空间 是 均匀 的 、 
无 曲率 的 ， 图 形 可 以 在 其 中 自由 地 移动 而 不 改变 它 各 点 之 间 
的 距离 ,而 黎 受 空间 就 其 本 身 的 性 质 来 说 是 不 均匀 的 ,因此 在 
这 个 空间 里 就 不 能 自由 地 移动 图 形 而 使 它 各 点 疗 的 距离 不 改 
变 。 


(七 ) 

近代 黎 曼 几何 在 广义 相对 论 里 得 到 了 蛋 要 的 应 用 。 在 物 
理学 家 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 中 的 空间 几何 就 是 一 种 黎 曼 几 
何 。 爱 因 斯 坦 在 获 义 相对 论 里 主要 和 基本 的 命题 是 ,空间 和 时 
闻 有 不 可 分 割 的 密切 关系 。 而 在 广义 相对 论 里 放弃 了 关于 时 
空 的 均匀 性 的 观念 ， 他 认为 时 空 只 是 在 充分 小 的 区 域 里 以 一 
定 的 近似 性 而 均匀 的 ,但 是 整个 却 不 是 均匀 的 ,只 是 在 微小 的 
区 城内 以 一 定 的 近似 性 而 均匀 的 时 室 的 观念 。 在 物理 学 中 的 
这 种 解释 ， 恰 恰 是 和 “在 无 穷 小 范围 内 ” 欧 氏 几何 式 的 黎 曼 空 
间 的 观念 相似 的 。 这 个 广义 相对 论 里 的 时 空 就 可 以 解释 为 一 

种 黎 曼 空间 。 
此 外 ， 黎 曼 几 何在 数学 中 也 是 一 个 重要 的 工具 。 它 不 仅 
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是 微分 几何 的 基础 ,出 应 用 在 微分 方程 、 变 分 法 和 复 变 函数 论 
等 方面 。 

歼 里 几何 和 攀 氏 几何 ,罗氏 几何 是 三 种 各 有 区 别 的 几何 。 
这 三 种 几何 学 各 自 所 有 的 命题 都 构成 了 一 个 严密 的 公理 体 
系 ,各 公理 之 间 满足 和 谐 性 \ 完 备 性 和 独立 性 。 因 此 这 三 种 几 
何 都 是 正确 的 。 在 我 们 这 个 不 大 不 小 不 近 不 远 的 空间 里 ， 也 
就 是 在 我 们 的 日 常生 活 中 , 欧 氏 几何 学 是 适用 的 ;在 宇 窗 空 间 
中 (或 在 原子 核 世 界 中 ) 罗 氏 几 条 更 符合 于 客观 实际 ， 在 地 球 
表面 研究 航海 .航空 等 实际 问题 中 , 黎 氏 几何 就 更 道 用 了 。 


七 ”坐标 法 一 -解析 几何 学 


解析 几何 学 的 创立 


(—) 

十 六 世纪 以 后 ,由 于 生产 和 科学 技术 的 发 展 ,天 文 .力学 、 
航海 等 方面 都 对 几何 学 提出 了 新 的 需要 。 比 如 德国 天 文学 
家 刻 卜 勒 (1571-1630) 发 现行 星 是 绕 太 阳 沿 着 桶 加 轨道 运行 
的 ,太阳 处 在 这 个 构 贺 的 一 个 焦点 上 ?意大利 物理 学 家 仰 利 路 
(1564-1642) 发 现 投掷 物体 是 沿 着 抛物 线 运 动 的 。 这 些 发 现 
都 水 及 到 贺 锥 曲线 ， 这 就 要 求 对 阅 锥 上 虹 线 进行 深入 的 研究 。 
要 研究 这 些 比较 复杂 的 曲线 ， 原 先 的 一 套 方法 显然 已 不 适应 
了 。 这 就 导致 了 解析 几何 学 的 创立 。 

1637 年 , 法 国 的 哲学 家 和 数学 家 笛 卡 儿 发 表 了 他 的 著作 
< 方法 论 >, 这 本 书后 面 有 三 篇 附录 , 一 篇 叫 < 折 光学?, 一 篇 叫 
< 流星 学 ?, 还 有 一 篇 叫做 “几何 学 ”。 当 时 ,几何 学 "这 个 词 ， 
并 不 专 指 现在 的 “几何 学 "来 说 的 。 它 只 是 和 “数学 "一 词 局 一 
个 意思 ,就 象 我 国 古代 “算术 ”和 “数学 "同一 个 意思 一 样 。 他 
卡 儿 的 < 几何 学 ? 共 分 三 卷 ,第 一 卷 讨论 尺 规 作 图 ,第 二 卷 是 曲 
线 的 性 质 , 第 三 卷 是 立体 和 " 超 立体 ”的 作 图 。 第 三 卷 实 际 是 
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代数 问题 ， 探 讨 方程 的 根 的 性 质 。 后 世 的 数学 史家 和 数学 工 
作者 都 把 笛 卡 儿 的 < 几何 学 > 作为 解析 几何 学 的 起 点 。 
(二 ) 

从 笛 卡 几 的 < 几何 学 ?中 可 以 看 出 ， 笛 卡 儿 的 中 心思 想 是 
建立 起 一 种 “普遍 ”的 数学 ,把 算术 、 代 数 和 几何 统一 起 来 。 他 
设想 ,把 任何 数学 问题 化 为 一 个 代数 问题 , 表 把 任 笨 代数 问题 
肉 结 到 去 解 一 个 方程 式 。 

为 了 实现 上 述 的 设想 ， 和 包 卡 儿 从 天 文 和 地 理 的 经 纬 制度 
出 发 ， 指 出 平面 上 的 点 和 实数 对 (x, 幻 的 对 应 关系 。 比 如 前 
面 讲 的 史 锥 基线 就 可 以 和 代数 里 的 含 *、y 的 二 元 方程 
F(x,9) 一 0 租 对 应 。 对 于 这 类 二 元 方程 ， 满 足 它 的 x、y 的 
代 有 无 穷 多 个 , 当 x 变化 的 时 收 ,# 值 也 耻 着 改变 ,x,y 不同 
的 数值 可 以 确定 平面 上 许多 不 同 的 点 ， 因 此 便 构成 了 一 条 上 曲 
线 。 这 样 ， 就 可 以 用 代数 的 方法 研究 曲线 的 性 质 。 这 就 是 解 
析 几 何 的 基本 刀 想 。 


(三 ) 

具体 说 ,平面 解析 几何 的 基本 思想 有 两 个 要 点 ， 

第 一 , 在 平面 建立 坐标 系 , 一 点 的 坐标 , 就 可 和 一 组 有 序 
的 实数 对 相对 应 。 

第 二 ,在 平面 上 建立 了 坐标 系 之 后 ,平面 上 的 一 条 曲线 就 
由 带 两 个 变数 的 一 个 代数 方程 来 表示 。 

有 这 里 可 以 看 到 ， 运 用 坐标 法 不 仅 可 以 把 几何 问题 通过 
代数 的 方法 解决 ,而 且 还 把 变量 ,函数 以 及 数 和 形 等 重要 概念 
密切 联系 起 来 。 
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什么 是 变量 呢 ? 变量 就 是 指 在 数学 问题 的 讨论 过 程 中 ， 
可 以 取 不 同 数值 的 量 。 有 了 变量 这 个 概念 ， 就 有 可 能 把 运动 
现象 用 数字 来 加 以 描述 了 。 变 量 和 变量 之 间 有 互相 依赖 的 关 
系 ,比如 , 变量 x 可 以 在 某 个 范围 内 任意 取 值 , 而 依照 一 定 法 
则 对 于 x 的 每 一 个 值 ， 变 量 y 都 有 一 个 或 多 个 值 和 它 对 应 。 
这 种 对 应 关系 叫做 “函数 ”关系 ,变量 y 叫做 变量 * 的 函数 ,x 
叫 自 变 量 , y 叫 因 变量 。 闻 时 把 * 的 变化 范 转 叫做 定义 域 ,把 
和 x 对 应 的 # 的 值 叫做 函数 值 < 

《四 ) 

解析 几何 的 产生 并 不 是 偶然 的 。 在 笛 卡 儿 写 < 几何 学 > 以 
前 ,就 有 许多 学 者 研究 过 用 两 条 正 交 直线 作为 一 种 坐标 系 ? 也 
有 人 在 研究 天 文 、 地 理 的 时 候 ， 提 出 了 一 点 的 位 置 可 由 两 个 
“坐标 (经 度 和 纬度 ) 来 确定 。 这 些 都 给 解析 几何 的 创建 以 很 
大 的 影响 。 

在 数学 史上 ， 一 般 认为 和 笛 卡 儿 同时 代 的 法 国 业 余数 学 
家 费 尔 马 也 是 解析 几何 学 的 创建 者 之 一 ， 应 该 分 享 这 门 学科 
创立 的 荣誉 。 

费 尔 马 是 一 个 业余 从 事 数 学 研究 的 学 者 ,对 数论 ,解析 抑 
何 、 释 率 论 三 个 方面 都 有 重要 贡献 。 他 性 铺 谦 抑 , 好 静 成 沁 ， 
对 自己 所 写 的 “ 书 ” 无 意 发 表 。 但 从 他 的 通信 中 知道 , 他 早 在 
笛 卡 儿 发 表 ¢ 几 何 学 以 前 ,就 已 写 了 关于 解析 几何 的 小 文 , 那 
时 候 ， 他 就 有 了 解析 几何 的 思想 。 只 是 掉 到 1679 年 , 费 尔 马 
死 后 一 段 时 间 ， 他 的 思想 和 著述 才 共 给 友人 的 通信 中 公开 发 
表 出 来 。 
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笛 卡 儿 的 < 几何 学 ? ,作为 一 本 解析 几何 的 书 来 看 ,是 不 完 
整 的 ,但 是 可 赏 的 是 引入 了 新 的 思想 ,为 开 嫉 数学 新 闻 地 作出 
了 贡献 。 


解析 几何 学 的 基本 内 容 


(一 ) 

在 解析 几何 学 中 ,首先 是 建立 坐标 系 。 
从 下 图 可 以 看 到 , 取 定 两 条 互相 垂直 的 ,具有 一 定 方向 和 
襄 量 单位 的 直线 ， 叫 做 平面 上 的 一 个 直 
角 坐 标 系 oxy 。 利 用 坐标 系 可 以 把 平面 
内 的 点 和 一 对 实数 (x, yg) 之 间 建 立 起 一 
一 对 应 的 关系 ,因此 ,就 把 (*,g) 叫做 一 
点 的 直角 坐标 。 

除了 直角 华 标 系 以 外 ,还 有 和 斜 坐 标 系 ( 举 标 轴 不 是 互相 乔 
二 的 ,如 下 面 左 边 的 图 所 孙 )。 另 外 还 有 极 坐标 系 (如 下 面 中 间 
的 图 所 示 ) ,空间 直角 坐标 系 ( 如 下 面 右边 的 图 所 示 ) 等 等 。 在 
空间 的 坐标 系 中 还 有 球 坐 标 和 柱 面 坐标 。 
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(二 ) 

在 平面 坐标 系 中 , 如 下 图 所 示 , 有 一 条 曲线 , 在 横 坐 标 轴 
上 取 x=a, 确定 入 点 ,由 点 NN 
作 横 坐标 轴 的 疏 线 NM, 这 条 
垂 线 和 曲线 c< 相交 于 及 ,这 点 
的 横 坐 标 *=a， 纵 坐标 8 一 b。 
这 就 是 说 ， 平 面 上 给 定 的 曲线 
的 每 一 点 的 横 坐 标 和 纵 誉 标 是 
由 带 两 个 变数 的 方程 了 (x,g)=0 联系 着 的 。 

如 果 对 2# 来 解 这 个 方程 ,就 可 以 表示 成 y=f (x)，(y 是 
和 的 族 数 ) 。 反 过 来 , 平 曾 上 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 之 则 满足 上 
述 两 种 方程 形式 之 一 ， 都 可 以 把 这 个 方程 厦 作 表示 这 平面 上 
晤 线 的 方程 。 

实际 上 ， 我 们 可 以 任意 选 定 了 x 的 信 , 就 可 以 通过 上 述 
方程 得 到 相应 的 5 的 值 , 并 可 在 平面 上 画 出 一 点 对 应 于 这 些 
坐标 ,然后 给 横 坐 标 一 个 不 大 的 增 量 ,我们 得 到 纵 坐 标的 一 个 
新 数值 及 平面 上 的 另 一 点 ,这 样 下 去 ,依次 得 到 的 点 分 布 得 越 
稠密 , 在 连续 变更 米 坐 标的 时 候 , 就 得 到 连续 的 点 列 , 构成 平 
面 上 的 曲线 。 


et 


{=) 
把 几何 对 象 和 数 、 几 何 关 系 和 函数 之 间 建 立 了 密切 的 联 
系 之 后 ， 就 下 以 对 空间 形式 的 研究 当 结 成 比较 成 部 也 容易 驾 
驭 得 多 的 数量 关系 的 研究 了 。 
在 解析 几何 中 ,这 二 者 的 关系 举 几 例 对 照 如 下 ， 
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几何 
在 平面 上 一 点 回 ， 
平面 上 任 取 两 直线 
h 


已 知 悦 心 0 和 半径 ， 
作 图 ， 


设 直 线 4 和 交 于 一 点 c， 


设 直 线 hh 和 QO 交 于 两 点 。 


代数 
一 组 实数 (x, 尹 ， 
两 个 二 元 一 次 方程 式 ， 
Aart hy+ a=0, (a, bi, ec 
均 为 实数 ， a1 及 
4 不 同时 为 零 》 
Qax+ bay+ ca= 0 (as, pa， Cs 
雹 为 实数 , ca 及 
如 不 同时 为 零 ) 
已 知 (e, 信和 7 可 得 二 元 二 
次 方程 
{x 一 0]2 十 (gy P77 
解 联 立 方程 
Aart+ bgt c=0, 
Co ca 一 0 
解 联 立 方程 
和 


(xz 一 0)2+ (y—6) = 


用 这 种 方法 研究 几何 学 ， 通 常 叫做 解析 法 。 这 种 解析 方 
法 不 但 对 于 解析 几何 是 重要 的 ， 就 是 对 于 几何 学 的 各 个 分 支 


的 研究 也 是 十 分 重要 的 。 


解析 几何 的 创立 ,引入 了 一 系列 新 的 数学 概念 ,特别 是 把 


Bb2 


变量 引入 数学 ,就 使 数学 进入 一 个 新 的 发 展 时 期 ,这 就 是 变量 
数学 的 时 期。 解析 几何 在 数学 发 展 中 起 了 推动 的 作用 。 因 格 
斯 对 此 费 作 过 正确 的 评价 ，* 数 学 中 的 苇 析 点 是 销 卡 上 用 的 变 
数 。 有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 , 有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 数 
学 ,有 了 变数 ,微分 和 积分 也 就 立 世 成 为 必要 的 了 ,so( 4 和 
然 辩 证 法 ?人 民 出 版 社 1971 年 版 第 236 页 ) 
解析 几何 学 的 应 用 
《一 ) . 

解析 几 他 又 分 做 平面 解 折 几何 和 空间 解析 几何 。 

在 平面 解析 几何 中 ,除了 研究 直线 的 有 关 人性 质 以 外 ,主要 
是 研究 加 锥 岗 ( 国 、 畏 可、 抛物 线 、 双 曲线 ) 的 有 关 性 质 。 

在 空间 角 折 几何 中 除了。 ZS 一、 
en GO 

本 四 , 双 则 线 、 地 物 线 的 有 < 和 A 
些 性 质 ， 在 生产 或 生活 中 被 广 
证 地 加 以 应 用 ， 这 里 可 以 举 一 
此 例子 来 加 以 介绍 。 轩 一 下 右 
边 上 面 这 张 图 ， 如 果 光 源 在 本 
部 策 的 一 个 焦点 上 ， 那 么 光线 
经 反射 后 者 芭 入 在 另 一 个 焦点 
上 。 摘 加 的 这 个 性 质 ， 可 以 应 
用 到 电影 放映 机 上 。 如 有 边 下 


俩 所 示 , 电 影 放映 机 上 的 聚光灯 海 的 反射 面 是 业 男 面 ,焦点 
Fa 处 是 灯丝 ,为 了 使 影片 门 获得 最 强 的 光 ， 影 片 门 应 装 在 椭 
圆 的 另 一 个 焦点 Fi 处 。 

抛物 线 也 有 类 似 的 性 质 。 例 如 把 一 个 光源 放 在 抛物 镜 的 
一 个 焦点 上 ,光线 经 过 反射 后 一 定 平行 于 轴 , 如 下 面 左边 的 图 


所 示 。 反 过 来 ,一 束 平行 光线 经 过 锰 物 面 的 反射 ,都 京 在 它 的 
焦点 处 。 上 面 右边 的 图 是 一 个 太阳 灶 示 意图 ， 太 阳 灶 就 是 要 
据 这 个 原理 制 成 的 。 

抛物 线 对 声波 ,电磁 波 的 反射 作用 , 跟 对 光线 的 反射 作用 
是 相 疗 的 。 因 此 雷达 通讯 和 卫星 地 面 站 的 天 线 都 设计 成 抛物 
面 的 形状 ,现在 连 射电 天 文 望远镜 也 采用 这 种 形状 的 设计 , 实 
跨 证 明 ,这 样 的 设计 可 以 保证 发 射 就 接收 有 良好 的 方向 性 。 

(=) 

， 总 起 来 说 ,解析 几何 运用 坐标 法 可 以 解决 两 个 基本 问题 
第 一 是 满足 给 定 条 件 点 的 轨迹 ,通过 坐标 系 建 立 它 的 方程 ;第 
二 是 通过 方程 的 讨论 ,研究 方程 所 表示 的 曲线 的 性 质 。 

怎样 运用 坐标 法 呢 | 运用 坐标 法 解决 上 述 问 题 的 步骤 是 
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这 样 的 ， 

首先 ,在 平 罚 上 建立 举 标 系 ,把 已 知 点 的 轨迹 的 几何 条 件 
“ 翻 译 "成 代数 方程 

其 次 ,运用 代数 工具 对 方程 进行 研究 ? 

最 后 ,把 代数 方程 的 性 质 用 几何 语言 叙述 ,从 而 得 到 原先 
几何 问题 的 答案 。 

正面 可 以 用 图 未 来 表示 二 面 几 个 步骤 的 程序 ， 


LL 代数 方程 | 


1 研究 代数 方程 
i 包 馈 问题 的 解答 |* 吾 朗 元 而 这 | 代数 方程 的 性 质 | 


华 标 法 的 思想 促使 入 们 运用 各 种 代数 的 方法 解决 几何 问 
题 。 先 前 被 大作 是 儿 何 学 中 的 难题 ， 一 旦 运用 代数 方法 后 就 
变 得 平淡 无 奇 了 。 

华 标 法 对 近代 兴起 的 数学 的 机 械 化 证 明 也 提供 了 有 力 的 
工具 。 

所 谓 数 学 的 机 械 化 证 明 ， 就 是 通过 计算 机 对 数学 的 某 些 
领域 如 初等 几何 等 方面 的 定理 进行 证 明 。 


八 答 积 分 学 


微 积分 学 的 创立 
(—) 
客观 世界 的 一 切 事物 , 小 到 粒子 , 大 至 宇宙 ,始终 都 在 不 
停 地 运动 和 变化 着 , 因此 , 在 数学 中 引进 了 变量 的 概念 ,就 有 
可 能 把 运动 现象 用 数字 来 加 以 描述 了 。 
在 «坐标 法 一 解析 几何 学 > 那 章 里 ， 我 们 已 经 简要 地 介 
绍 了 变量 和 函数 这 些 基本 概念 ,由 于 函数 概念 的 产生 和 采用 ， 
也 由 于 科学 技术 发 展 的 需要 ， 一 门 新 的 数学 分 支 就 继 解析 凡 
何 之 后 产生 了 。 这 就 是 微 积分 学 的 创立 。 
微 积分 学 这 门 学 科 在 数学 发 展 中 的 地 位 是 十 分 重要 的 ， 
可 以 说 它 是 继 欧 几 里 得 几何 之 后 ， 全 部 数学 中 的 一 个 最 大 的 
创造 。 
(=) 
微 积分 学 是 微分 学 和 积分 学 的 总 称 ， 在 后 面 的 具体 内 容 
中 ,我 们 将 要 对 微分 和 积分 的 概念 作出 解释 ,这 里 先 介绍 一 下 
这 门 学 科 创 立 的 过 程 和 它 的 基本 思想 。 
从 微 积分 成 为 一 门 学 科 来 说 , 是 在 十 七 世纪 ， 但 是 ,微分 
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和 积分 思想 在 古代 就 已 经 产生 了 。 

拿 积分 的 思想 来 说 ， 公 元 前 三 世纪 希腊 的 阿 基 米 得 (前 
287- 前 212) 在 研究 解决 抛物 弓形 的 面积 、 球 和 球 冠 面 积 、 蜡 
线 下 面积 和 旋转 双 曲 体 的 体积 的 间 题 中 ， 就 隐 含 着 近代 积分 
学 的 县 想 。 

拿 作 为 微 积分 学 的 基础 的 极限 论 来 说 ， 早 在 古代 就 已 有 
比较 清楚 的 论述 。 比 如 我 国 的 庄 周 ( 约 前 369- 约 前 286) 所 着 
的 < 庄子 > 一 书 的 “天 下 篇 ”中 , 记 有 “一 尺 之 楼 ,日 取 其 半 , 万 世 
不 竟 ? 三 国 时 代 的 刘 微 在 他 的 割 贺 术 中 提 到 “ 割 之 弥 细 , 所 失 
弥 小 , 割 之 又 割 ,以 至 于 不 可 割 ， 则 与 团 周 合体 而 无 所 失 峰 。 
这 些 都 是 十 分 朴素 的 ,也 是 很 典型 的 极限 概念 。 

到 了 十 七 世纪 ,有 许多 科学 问题 需要 解决 ,这 些 问 题 也 就 
成 了 促使 微 积分 产生 的 因素 。 归 结 起 来 ， 大 约 有 四 种 主要 类 
型 的 问题 ;第 一 类 问题 是 研究 运动 的 时 候 直接 出 现 的 ,也 就 是 
要 求 出 即时 速度 的 河 题 。 第 二 类 问题 是 求 曲 线 的 切线 的 癌 
题 。 第 三 类 问题 是 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 。 第 四 类 问 
题 是 求 曲线 长 ,曲线 围 成 的 面积 、 昌 面 围 成 的 体积 、 物 体 的 重 
心 ,一 个 体积 相当 大 的 物体 作用 于 另 一 物体 上 的 引力 。 

二 七 世纪 的 许多 著名 的 数学 家 ,天 文学 家 ,物理 学 家 都 为 
解 块 上 述 几 类 问题 作 了 大 量 的 研究 工作 ,如 法 国 的 费 尔 马 、 笛 
卡 儿 、 罗 伯 瓦 〈1602-1675)、 笛 沙 格 《1591-1661) ,英国 的 巴 
罗 、 瓦 里 士 (1616-1703) .德国 的 启 卜 蔓 、 意 大 利 的 卡 瓦 烈 利 
(1598-1647) 等 人 都 提出 过 许多 很 有 建树 的 理论 。 为 微 积 分 
的 创立 作出 了 贡献 。 
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(z=) 

十 七 世纪 下 半 时 ,在 前 人 工作 的 基础 上 ,英国 的 牛顿 和 德 
国 数学 角 莱 布 尼 欧 分 别 在 自已 的 国度 黑 研究 和 完成 了 微 积分 
学 的 创立 工作 。 虽 然 这 只 是 十 分 初步 的 ， 但 是 ,应 该 承认 ,他 
们 各 自 独立 地 建立 起 微 积分 学 的 体系 。 他 们 的 最 大 功绩 是 把 
两 个 狐 似 不 相关 的 问题 联系 起 来 ,一 个 是 切线 问题 (微分 学 的 
中 心 问题 ) ,一 个 是 求 积 问题 (积分 学 的 中 心 问题 ) 。 

牛顿 研究 微 积分 着 重 于 从 运动 学 来 考虑 ， 荣 布 尼 获 却 是 
侧重 于 从 几何 学 来 考虑 的 。 - 
牛顿 在 1671 年 写 了 < 流 数 法 和 无 穷 级 数 >， 这 本 书 直 到 
1736 年 才 出 版 , 他 在 这 本 书 里 指出 ,变量 是 由 点 , 线 和 面 的 连 
续 运 动产 生 的 ， 否 定 了 以 前 自己 认为 的 变量 是 无 穷 小 元 案 的 
静止 的 集合 。 他 把 连续 变量 叫做 流动 量 , 用 ,x,y, z, 等 表 
示 。 把 这 些 流动 量 的 导数 叫做 “流动 率 "或 者 叫做 流 数 ,或 叫 
做 “速度 *、“ 迁 麻 *。 时 间 是 所 有 流动 量 的 自 变量 ， …… 
相当 于 菜 布 尼 获 的 - 吧 -，- 守 - ，,…'… 他 还 使 用 了 “ 草 那 ”或 译 
成 “ 朋 ”) 这 种 名 称 。 他 在 另 一 部 著作。 湖 线 求 积 论 » 中 又 重新 
解释 了 他 新 使 用 的 符号 。 

牛顿 在 流 数 术 中 所 提出 的 中 心 问题 是 :第 一 已 知 连续 运 
动 的 路 径 , 求 给 定时 刻 的 速度 (也 就 是 微分 法 ) ;第 二 已 知 运动 
， 的 汪 度 求 给 定时 榈 内 经 过 的 路 程 (也 就 是 积分 法 ) 。 

德国 的 莱 布 尼 区 是 一 个 博学 多 才 的 学 者 ,1684 年 ,他 发 表 
了 现在 世界 上 认为 是 最 早 的 微 积分 文献 ， 这 篇 文章 仅 有 6 页 
纸 , 内容 并 不 李 富 , 折 题 很 长 而 且 很 古怪 ,叫做 “一 种 求 极 大 极 
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小 和 切线 的 新 方法 , 它 也 适用 于 分 式 和 无 理 量 , 以 及 这 种 新 方 
法 的 奇妙 类 型 的 计算 ”。 就 是 这 样 一 篇 说 理 也 版 含混 的 文章 ， 
却 有 划时代 的 意义 。 它 已 含有 现代 的 微分 符号 和 基本 微分 法 
则 。 1686 年 , 菜 布 尼 获 发 表 了 第 一 篇 积分 学 。 他 是 历史 上 最 
大 的 符号 学 者 之 一 。 他 所 创设 的 微 积分 符号 ， 远 远 优 于 和 牛顿 
符号 ,这 对 徽 积 分 有 极 大 的 影响 。 现 在 还 在 通用 的 符号 如 dtx、 
妇 . 了 ,就 是 当时 和 莱 布 尼 蒋 精心 选用 的 。 
(四 ) - 

微 积 分 学 的 创立 , 极 大 地 推动 了 数学 的 发 展 ,过 去 很 多 和 初 
等 数学 束手无策 的 问题 , 运用 了 微 积分 ,往往 就 会 迎刃而解 ， 
显示 出 微 积分 学 非凡 的 威力 。 

前 面 已 经 提 到 ,一 门 学 科 的 创立 绝 不 是 某 一 个 人 的 业绩 ， 
它 必定 是 经 过 多 少 人 的 努力 之 后 ， 在 积累 了 大 量 成 果 的 基础 
上 ,最 后 由 某 一 个 或 几 个 人 总 结 完成 的 。 训 不 例外 , 微 积 分 学 
也 是 这 样 。 

不 幸 的 是 ,由 于 人 们 在 欣赏 微 积 分 的 宏伟 功效 之 余 ,在 提 
出 谁 是 这 门 学 科 的 创立 者 的 时 候 , 竟 然 引 起 了 一 场 轩 然 大 波 ， 
造成 了 欧洲 大 陆 的 数学 家 和 英国 数学 家 的 长 期 对 立 。 英 国 数 
学 在 一 个 时 期 里 闭关 锁国 , 阁 于 民族 偏见 ,过 于 拘泥 在 牛顿 的 
“ 流 数 术 ” 中 停 步 不 前 , 因而 数学 发 展 整整 落后 了 一 百 多 年 。 

其 实 ,他 们 是 自己 独立 研究 ,在 大 体 上 相近 的 时 间 里 先后 
完成 的 。 比 较 特殊 的 是 牛顿 创 立 微 积 分 要 比 药 布 尼 荣 时 10 
年 ,但 是 正式 公开 发 表 微 积分 这 一 理论 , 柴 布 尼 苞 却 要 比 午 顿 
发 表 旱 三 年 。 他 们 的 研究 都 各 有 长 处 ,也 都 各 有 短处 。 那 时 候 ， 
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由 于 民族 偏见 ,关于 发 明 优先 权 的 争论 竟 从 1699 年 始 延 续 了 
一 百 多 年 。 

应 该 指出 ,这 是 和 历史 上 任何 一 项 重大 理论 的 完成 ,也 要 
经 历 一 段 时 间 一 样 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 区 的 工作 也 都 是 很 不 完善 
的 。 他 们 在 什么 是 无 穷 小 量 这 个 问题 上 ， 其 说 不 一 ， 十 分 含 
糊 。 和 牛顿 的 “ 简 那 (或 “ 朋 ”) 或 无 穷 小 量 , 有 时 候 是 零 , 有 时 候 
不 是 零 而 是 有 限 的 小 量 ; 莱 布 尼 芯 的 dx，dz 也 是 不 能 自 贺 其 
说 的 。 这些 基础 方面 的 缺陷 使 得 牛顿 被 神学 家 抽 克 莱 
《1685-1753) 猛 烈 攻 击 ， 莱 布 尼 艾 被 尼 文 太 (1654-1718) 疯 力 
反对 。 

任何 新 兴 的 、 具 有 无 限 前 途 的 科学 成 就 都 吸引 着 广大 的 
科学 工作 者 ， 瑞 士 的 雅 科 布 ' 贝 努 利 (1654-1705) 和 他 的 兄弟 
约 输 . 贝 努 利 〈1667-1748) 、 欧 勒 、 法 国 的 拉 阁 裔 日 (1736- 
1813) 等 数学 家 都 集中 力量 去 解决 牛顿 和 莱 布 尼 芯 壮 留 下 来 
的 问题 ,为 微 积分 的 发 展 作 出 了 极为 可 贵 的 贡献 。 


微 积 分 的 基本 内 容 
(一 ) 

研究 函数 ， 从 量 的 方面 研究 事物 运动 变化 是 微 积分 的 基 
本 方法 。 这 种 方法 也 叫 租 数学 分 析 。 

本 来 ,从 广义 上 说 , 数学 分 析 包 括 微 积分 、 函数 论 等 许多 
分 支 学 科 ， 但 是 现在 一 般 已 习惯 于 把 数学 分 析 和 微 积分 等 同 
起 来 ,数学 分 析 成 了 微 积 分 的 同义词 ,一 提 数 学 分 析 就 知道 是 
指 微 积分 ,有 时 候 也 叫做 分 析 数 学 ,或 者 叫 分 析 。 
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(=) 
微 积分 的 基本 概念 和 内 容 有 哪些 呢 ? 前 面 已 经 说 过 ， 微 
积分 学 是 微分 学 和 积分 学 的 总 称 ,也 就 是 说 它 包括 两 大 部 分 。 
微分 学 的 主要 内 容 包 括 , 极 限 理论 ,导数 ,微分 等 。 
积分 学 的 主要 了 内容 包括 ; 定 积分 ` 不 定 积分 等 。 


微 分 学 
(—) 

_ 极 限 论 是 微 积分 最 基本 的 理论 。 什 么 叫做 极限 呢 ? 举例 
来 说 ,对 于 一 个 函数 f(x) , 当 自 变量 x 越 来 越 接近 xo 的 时 候 ， 
如 果 函 数值 f(x) 也 随 着 越 来 越 接近 一 个 定数 4, 我 们 就 说 这 
个 4 是 函数 (x) 在 xo 点 的 极限 。 现 在 用 数学 的 记号 写 出 函数 
fx) 在 xo 点 的 极限 定义 , 设 函 数 人 x) 在 xn 点 的 附近 (但 可 能 
除 掉 #6 点 本 身 ) 有 定义 ,又 设 4 是 一 个 定数 , 如 果 对 任意 给 定 
的 e> 0 ,一 定 存在 S> 0 ,使 得 当 0 <lx 一 *o<6 的 时 候 ， 总 
有 IF(z) 一 下 <<, 我 侨 就 把 4 叫做 函数 f(x) 在 各 点 的 极限 , 记 
成 


lim f(x) 二 4， 或 者 记 成 f(x) > A(x> x0) 。 


dl 
从 右 图 可 以 看 出 当 
“0 之 jx 一 zo<<6”， 也 就 是 Xo 一 6 
<x<<x0+6,x 寺 和 的 时 候 ， 总 
有 if(x) 一 4<s 的 及 何 意 义 。 
表明 只 要 当 x 一 5<x<xot+6 
或 者 x 专 *o 的 时 候 ， 曲 线 fx) 


y 


x 
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总 在 两 条 直线 y= A+e, 和 y 一 4 一 e 之 间 , 或 者 说 曲线 y 二 f(x) 
的 图 形 是 在 矩形 PORS 内 。 
(=) 

我 们 知道 ， 运 动 变化 状态 可 分 均匀 变化 和 非 均匀 变化 两 
类 。 比 如 ,车 万 在 自动 走 刀 中 的 运动 就 是 均匀 变化 的 :但 是 一 
个 物体 距离 地 而 某 个 高 度 自 由 下 落 (或 者 以 初速 度 不 为 学 下 
落 ), 在 它 的 下 落 运 动 过 程 中 ， 每 时 每 刻 的 速度 是 不 断 变化 着 
的 。 又 如 ， 由 试验 得 出 一 公斤 铁 由 0"C 加 热 到 T°C 的 时 候 ， 
它 所 吸收 的 热量 @ 由 

Q=0.1058T+0.0000717? ( 干 卡 ) (0 <T<200) 
来 确定 , 可见 铁 在 每 升 高 IC 的 时 候 , 它 所 吸收 的 热量 (也 就 
是 比 热 ) 不 是 均匀 变化 着 的 。 总 之 ,均匀 变化 和 非 均匀 变化 这 
两 种 运动 变化 状态 在 客观 现实 中 的 例子 很 多 , 举 不 胜 举 。 

对 均匀 变化 ,如 匀速 运动 间 题 ,如果 已 知 时 间 和 距离 求 它 
的 速度 ,只 须 用 除法 就 可 以 了 。 就 是 二 = 。s 表示 距离 江 表 
示 有 时 间 , " 表示 速度 。 但 对 非 均 匀 变 化 问题 ， 用 除法 就 不 行 
了 。 比 如 ,要 求人 出 上 例 中 物体 在 某 一 时 肇 的 速度 (就 是 即时 速 
度 ) 和 求 铁 在 温度 升 高 10"C、13"C…… 时 的 比 热 是 多 少 ? 现 
在 叫做 即时 变化 率 , 仅 用 初等 数学 的 运算 方法 ,解决 是 很 困难 
的 。 为 了 适应 生产 实践 的 需要 ,数学 也 由 初等 发 展 到 高 等 \ 微 
积分 的 创立 说 明 牛 顿 在 1665 年 就 是 从 运动 学 的 观点 出 发 的 。 

怎样 确定 和 计算 变化 率 呢 7 就 上 例 从 运动 学 观点 来 说 , 
要 求 物体 下 落 的 即时 速度 ， 必 须 从 这 人 一瞬 时刻 前 后 前 运动 过 
程 去 考察 。 为 此 ， 我 们 可 从 已 知 物体 运动 的 规律 中 ， 先 考虑 
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某 个 时 刻 (to) 以 及 限 这 个 时 刻 相 邻 的 一 个 时 刻 to+ 4t ,物体 
所 运动 的 距 岗 的 差 〈 就 是 距离 的 改变 量 ,45 一 帮 i 十 如) 一 
fto)) , 除 以 相 邻 多 大 时 刻 ( 就 是 某 个 时 刻 的 改变 量 涌 ), 从 而 
得 出 物体 在 这 一 时 刻 疏 变量 的 平均 速度 。 用 公式 来 表示 ， 就 
是 


上 距离 改变 量 _ 相 邻 时 刻 物体 所 运动 的 距离 之 差 sw ys， 
时间 这 委 量 一 相 邻 多 大 时 刻 一 平均 速度 


= 均匀 变 化 的 变化 率 。 

如 用 数学 符号 表示 ,就 是 
人 1o-0-r 
AT A 

上 面 所 讲 的 这 个 思想 是 假设 物体 在 相 邻 的 这 一 时 鹿 内 是 
作 均匀 变化 的 ， 就 是 在 这 一段 时 刻 内 的 每 时 每 刻 的 速度 都 相 
等 。 然 而 问题 实质 上 毕 亮 是非 均 匀 的 。 当 相 邻 时 刻 就 是 某 个 
本 刻 的 改变 量 很 小 的 时 候 ， 它 的 平均 速度 就 越 接近 我 们 所 理 
起 的 某 个 时 刻 的 即时 速度 。 当 然 还 不 能 精确 地 等 于 某 个 时 刻 
的 即时 速度 , 可 是 已 相差 无 凡 了 。 

当 某 个 时 刻 的 改变 量 是 无 穷 小 的 时 候 ， 也 就 是 4i> 0， 
那么 这 平均 速度 的 极限 就 是 某 个 时 刻 的 即时 速度 。 这 个 转化 
就 是 一 个 飞跃 ， 是 一 个 量变 到 质变 的 过 程 。 这 种 求 某 个 时 划 
的 即时 速度 就 是 求 某 个 时 刻 的 即时 变化 率 ， 在 数学 上 把 它 叫 
化 导数 。 导 数 可 以 看 作 是 从 研究 均匀 变化 的 变化 率 到 研究 非 

匀 变 化 的 变化 率 时 候 除法 的 发 展 ， 是 把 平均 变化 的 变化 率 . 
取 极限 转化 而 来 的 。 用 数学 的 符号 来 表示 就 是 
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， 让 
Nn) = lm ws 


《三 ) 


现在 我 们 再 来 举例 , 谈 谈 曲线 和 直线 的 位 置 关系 , 也 就 是 


切线 问题 。 我 们 看 一 看 下 面 的 几 幅 图 ， 在 左边 的 (2) 


中 , 曲 


线 ( 圆 ) 和 直线 只 有 一 个 交点 ， 这 条 直线 就 是 这 个 加 的 切线 。 
但 是 这 种 概念 不 能 随 疙 推广 , 它 只 适用 于 圆 的 切线 ,例如 ,中 
间 这 幅 (8) 图 中 ,曲线 和 直线 也 只 有 一 个 交点 , 但 直线 不 是 曲 


线 的 切线 。 


关于 切线 的 概念 ， 我 们 先 分 析 一 下 上 面 这 组 图 中 右边 
的 (c) 图 。 曲 线 在 某 点 的 切线 是 由 过 某 点 的 割 线 转化 而 来 的 。 
曲线 y= 后 (x*) 在 点 用 的 切线 MT 是 由 割 线 MP 转化 而 来 的 。 
就 是 点 P 沿 曲线 f(x) 无 限 接近 点 让 的 时 候 ， 割 线 MP 的 极 


限 位 置 MT 就 是 在 点 好 的 切线 。 不 难看 出 , 割 线 的 倾 伸 


程 谊 是 


冯 =tep, 一 当 点 P 沿 曲线 无 限 接近 点 开 的 时 候 ,就 是 WN 趋 


- 近 于 等 ,PN 也 趋 于 零 ,这 时 候 
， N 7 一 
tp= in = dm i tee 
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这 也 就 是 割 线 转化 成 切线 。 这 时 候 ， 当 然 割 线 的 斜率 也 必然 
转化 成 切线 的 斜率 tge。 所 以 ,导数 的 意思 从 几何 上 来 讲 就 是 
某 点 的 切线 的 斜率 。 从 图 上 还 可 以 看 到 , 当 点 也 越 阎 近 点 4 的 
时 候 ( 记 为 4x ), 了 点 就 越 靠 拢 于 必 点 , 这 时 候 CP 比 NQ 趋 
近 于 零 的 速度 要 快 ,如 下 图 所 示 , 设 想 直 角 三 角形 MN'Q' 是 人 
点 的 “放大 ”MT 是 曲线 #= 


f(z) 在 点 妇 的 切线 , 它 的 人 I 

角 是 a,MMN' 作为 dx 的 几何 pA 4 
形象 , 当 点 B 无 限 地 接近 于 yA 

点 4, 就 是 相应 地 毕 标 x 变 A 

到 xo, 它 的 几何 形象 dz~0， -ETA optgr le x 


从 而 对 应 地 几何 形象 NP 
二 Ly>N'P'~N'Q' 一 dy>0, 莱 布 尼 艾 最 早 提出 特征 三 角形 
就 是 以 4x dy,ds 为 边 的 直角 三 角形 ,在 直角 三 角形 MN'Q' 中 
边 角 关 系 就 有 dy 二 tge * dx, 这 就 是 微分 。 


ds = VU Yt dx= MTT)dx 


叫做 MP 的 微分 。 通 俗 地 说 ,微分 就 是 研究 函数 在 某 一 点 附 
近 的 函数 丧 量 的 线性 主要 部 分 ， 或 者 说 是 切线 的 级 标 对 应 增 
量 。 如 图 中 点 4 的 附近 点 B 的 函数 增 量 是 N'P: 的 线性 主要 
部 分 N'Q' 一 dy, 可 见 微 分 和 导数 有 密切 的 联系 ,由 上 可 知 


J ss 一 霹 4 一族 点 的 切线 斜率 = 旭 点 的 
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ee 


所 以 导数 又 叫 敏 微 商 ,原因 就 在 这 里 。 
导数 的 符号 有 。 型 |_s， 妆 


af (x) 
z= 等。 


函数 9 一 了 (的 微分 的 符号 有 4dy， df(2 等, 这些 符号 可 以 
写成 dy 一 (x)dx, 或 者 帮 ( 罗 一 P(X)4x。 必 须 指出 ,符号 名 ， 
#1"), 过 区 -等 表示 导 函 数 , 它 和 导数 是 有 区 别 的 ,但 是 二 者 
又 密切 联系 , 前 者 是 常数 ,后 者 是 函数 1 当 求 出 导 函 数 yy 可 把 
xz 一 za 代入 ,那么 就 得 到 导数 g|。- s 。 对 于 .52 Pt 等 


pn, PO 


叫做 二 阶 导 函数。 同样 人 | ,57 | so， f(x)|z-s, 等 
叫做 二 阶 导 数 。 举例 来 党 ,如 路 程 ;对 时 间 + 的 二 院 导 数 的 物 


更 意义 是 加 速度 ，. 人 -ao 对 于 2 Pr00 人 ， 


gy， fCx) 囊 做 三 阶 导 函 数 ，… 阶 导 函 数 。 但 我 们 常常 简 
单 地 叫做 导数 。 
? 导数 和 微分 从 运算 意义 上 来 讲 ,dy 和 dx 是 同一 关系 的 不 
同 表达 形式 。 就 如 同 均匀 变化 中 的 乘法 和 除法 的 关系 。 从 物 
理 意义 上 来 讲 ,如 果 导 数 是 运动 的 即时 速度 ,那么 微分 就 是 运 
动 的 即时 路 程 ， 它 们 都 是 运动 局 部 瞬时) 状况 的 反映 。 硕 便 
提 一 下 ， 初 等 函数 的 导 函 数 仍然 是 初等 函数 。 
导数 和 微分 对 于 研究 闸 数 的 性 质 、 求 极 值 和 近似 计算 等 
起 着 很 大 作用 。 
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积分 学 


(-) 

导数 和 微分 统称 做 微分 法 ， 它 是 反映 和 刻画 运动 非 均 久 
变化 的 膀 时 状况 ,是 作用 于 函数 的 一 种 数学 运算 ,这 是 问题 的 
一 面 ， 另 一 瑟 同 运动 变化 的 瞬时 状况 相 洲 的 是 运动 变化 的 总 
体 状 况 。 怎 样 研 究 运动 的 总 体 状况 ， 这 就 存在 和 微分 运算 的 
相克 的 一 种 运算 。 就 象 我 们 已 经 燕 知 的 一 样 ， 加 法 的 递送 算 
是 减法 ,乘法 的 逆 运 算是 除法 , 采 方 的 逆 运 算是 开 方 等 等 。 

那么 ,微分 的 逆 运 算是 什么 昵 1 就 是 求 反 导数 ,也 就 是 积 
分 学 。 

例如 , 某 物 体 的 运动 规律 是 s= (CD 一 证 c+ vat+ salt 是 
HH 问 ,: 是 路 程 ,vo 是 初速 度 ,so 是 初始 的 距离 ) 。 那 么 对 从 ) 求 
导数 ,就 得 到 这 个 物体 在 任 一 时 刻 + 的 即时 速度 ， 
v=f"() =at+ vo 
可 是 丰 力 学 开征 往 存在 有 相 渤 的 问题 。 就 是 已 知 物体 在 任 一 
了 时刻; 的 速度 w= (8)， 当 然 这 是 一 个 非 均匀 变化 问题, 而 要 
去 求 这 个 物体 的 运动 规律 , 从 数学 上 来 讲 , 这 是个 相反 的 问 
题 ， 就 是 要 去 求 物体 的 运动 路 程 :和 了 时间: 的 依 骸 关系 : 
AKC9 , 合 它 的 导数 随 (D v0 办， 显然 ,这 正 是 微分 学 的 泛 
间 题 ,也 就 是 求 反 导数 。 象 这 样 的 道 问题 的 求法 ,中 向 不 定 积 
分 法 。 如 上 例 的 求法 ， 

若 已 知 y=U(t) =at+ vo, 


1 


到 7 


:一 人 vid d= (et +vD) = Tals+ vot + Co 


《其 中 C 是 常数 ,可 以 写成 30) 
在 数学 上 我 们 把 求 反 导数 , 就 是 已 知 函 数 (x) 的 任意 原 
匈 数 P(x) +C 叫做 x) 的 不 定 积分 , 用 数学 符号 写成 


frar= rn) +C。 


有 关 不 定 积分 的 计算 ,除去 用 积分 基本 公式 外 ,还 有 换 元 
积分 法 .分 部 积分 法 和 其 他 方法 ,一 些 技巧 等 。 这 里 也 不 介绍 
了 ,在 实际 工作 中 ,可 利用 现成 的 积分 表 来 计算 。 

积分 学 中 除去 不 定 积分 还 有 定 积 分 ， 前 者 是 牛顿 强调 的 
一 个 方面 ， 而 后 者 是 通过 “微分 的 无 限 积累 "去 研究 运动 变化 
的 总 体 状况 。 

定 积分 是 无 穷 小 演算 的 一 种 运算 。 早 在 公元 前 五 世纪 ， 
希腊 数学 家 利用 大 量 微 小 部 亚 合 而 成 一 个 物体 ， 计 算出 锥 
体 的 体积 是 等 底 等 高 的 柱 体 体积 的 三 分 之 一 。 阿 基 米 得 和 我 
古代 数学 家 就 利用 “ 穷 竟 法 ?计算 面积 和 体积 。 

作为 现在 学 习 微 积 分 学 的 顺序 来 讲 ， 微 分 学 是 在 积分 学 
之 前 ,然而 从 积分 学 的 萌芽 ,思想 方法 和 起 点 在 历史 上 是 远 先 
于 微分 学 的 。 


(=) 
下 面 就 积分 学 的 思想 方法 作 简单 介绍 。 
例如 计算 平面 图 形 的 面积 ,在 生产 实践 中 , 既 存 在 大 量 的 
直 边 的 图 形 , 如 三 角形 、 四 边 形 , 梯 形 等 。 也 存在 大 量 的 曲 边 
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C3 


flxy 


SS 
------------~m 


CY 


——. 一 一 一 
a 


i 
0 和 


习 


的 图 形 ,如 上 图 所 示 。 对 于 前 者 ,在 初等 数学 里 是 以 长 方形 面 
积 为 基础 ,利用 分 割 拼 补 的 方法 来 计算 各 种 直 边 图 形 的 面积 ， 
但 是 用 这 种 方法 来 计算 曲 边 形 的 面积 就 比较 困难 了 。 在 初等 
数学 中 能 求 圆 以 及 和 圆 有 关 的 面积 ,对 其 他 曲 边 图形 的 面积 ， 
可 以 在 高 等 数学 中 用 积分 方法 去 求 ， 具 体 地 采用 “ 微 元 法 ”， 
就 是 把 原 图 形 细 分 成 很 多 小 曲 边 税 形 S1、Ss、54、…5，, 由 于 分 
得 很 细 , 所 以 每 个 小 曲 边 梯形 的 高 度 变化 很 小 (如 第 i 个 小 曲 
边 梯形 的 底 是 x1 一 xs-1, 高 可 近似 地 作为 1(%4-1)) ,也 就 是 把 它 
看 作 是 个 小 矩形 。 而 矩形 面积 是 底 乘 高 ， 分 割 出 每 小 块 曲 边 
梯形 曾 积 的 近似 值 分 别 是 了 (xo) (za 一 zxo) 、f (xzt) (za 一 2)、 
fxa) (xa— Xa) (zi (ze 一 和 -0 ef (Kal) (Xu — Xa-1) 
这 是 将 总 体 量 (未 知 ) 先 通过 “化 整 为 零 . 近 似 代 蔡 ”, 得 出 每 一 
局 部 量 的 近似 值 ,假设 仅仅 停留 在 这 一 步 , 那 仍然 是 有 限 个 局 
部 量 的 近似 值 , 它 的 和 ， 
f(xo) (x1 ~— xX0) + Fx) (xs 一 Xi) 十 了 (xs) (Xe— Xo) + ee 
+ KA) (Ks— Ks-s) + "ofKaa) (Ks Xs) 


=Ef Dn) 
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也 只 是 总 体 时 的 近似 值 。 假 若 当 2 充分 大 准时 候 , 严格 的 数 
学 语言 是 : ” 趋向 无 穷 大 的 时 候 , 用 符号 w~ co 表示， 最 大 的 
x 一 Xs 的 距离 趋 近 于 零用 符号 ‖ * 一 xx] 0 表示 。 这 就 
是 无 限 地 细 分 :Yo) (2 一 各 ) ,f(x1) (xa 一 XD) ,f(xa) (za 一 2)， 
(x 一 Xx)… 再 无 限 积 累 起 
来 
f(xo) (和 一 2o) + f(xD) Cry — 1) + f(x) (x8 — Xa) 
et Hr) Ke xe) tt Xa CK Xa) + 
EF) ea), 


这 对 候 , 无 穷 项 和 的 极限 就 转化 成 原 曲 边 形 面 积 的 精确 值 : 


lim Sfx D) (x) =so 
机 =1 


CE.TEE TS 


这 种 * 无 限 细 分 ,无 限 积累 ?就 是 定 积分 ,用 符号 记 成 ， 
= fl)dx 


式 中 f(x) 可 被 积 淫 数 , f(x)dx 叫 被 积 表达 式 ， 变 量 x 叫做 
积分 变量 ,e 和 晴 分 别 叫做 积分 的 下 限 和 上 限 。 区 介 [a, 扫 叫 
做 积分 区 间 , 其 中 积分 符号 了 就 是 字母 的 拉 长 ， 在 拉丁 文 
中 “和 ” 字 是 sumta, 英 文中 总 和 是 sum。 
(三 ) 
在 这 里 ,特别 要 浊 出 牛顿 和 莱 布 尼 获 的 最 大 功绩 ,是 把 微 
分 学 中 心 问题 (切线 问题 ) 和 积分 学 中 心 何 题 ( 求 积 问题 ) 义 通 
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起 来 ,建立 了 一 个 公式 ,这 个 公式 译 今 仍然 叫 牛 顿 - 菜 布 尼 蒋 
公式 ， 


idr=F00) =8(D F(a0), 


(x) 是 fx) 的 任意 一 个 原 函 数 。 

这 个 公式 把 计算 一 个 函数 的 定 积 问 题 归结 成 寻求 该 浮 数 
的 原 函 数 问 题 ， 这 个 公式 表达 了 客观 现实 中 的 微分 学 和 积分 
学 之 间 的 深奥 联系 。 

虽然 牛顿, 莱 布 尼 菊 在 积分 学 上 有 巨大 的 贡献 ,但 是 还 扇 
乏 理 论 ,直到 十 九 世 纪 , 法 国 数 学 家 柯 西 (1789-1857) 给 出 连续 
函数 的 积分 的 明确 定义 和 它 的 存在 性 证明， 就 是 在 某 些微 积 
分 书籍 中 指出 的 ,第 一 ,初等 函数 在 某 个 定义 域 的 区 间 上 原 函 
数 一 定 存在 ,但 不 一 定 就 是 初等 函数 了 。 第 二 ,如 果 函 数 f{x) 
在 [ae, 门 上 连续 ,那么 ,f(x) 在 [a, 碟 上 积分 必然 存在 。 也 就 是 
说 ,连续 函数 是 可 积 的 。 相 隔 不 久 , 黎 曼 却 指出 了 不 连续 函数 
的 积分 ,并 给 出 了 它 的 存在 的 必要 充分 条 件 ,因此 ,和 数 极限 
的 积分 定义 被 叫做 黎 曼 积分 。 随 后 法 国 的 勤 贝 格 (1875-1941) 
又 发 展 了 定 积 分 定义 ,这 点 将 在 “ 实 变 函 数论 ?里 加 以 介绍 。 

(四 ) 

以 上 我 们 所 介绍 的 都 是 一 元 函数 ， 对 于 二 元 函数 以 及 多 
元 函数 也 相应 地 有 导数 ,微分 和 积分 等 ,它们 是 对 多 个 自 变量 
通 数 的 - .种 数 学 运算 ,但 是 和 一 元 函数 有 区 别 。 如 ,二 元 函数 

z=f{(x,y), 
它 的 几何 意义 表示 一 个 曲面 。 考 虐 函 数 z 关 于 某 个 自 变量 的 
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导数 叫做 偏 导数 ,有 关于 X 的 偏 导数 记 成 
r(xs9)， 或 者 -2 。 
式 中 的 是 加 体 的 d, 是 偏 导数 符号 , 可 谈 作 偏 或 者 Round 。 
黎 景 积分 概念 可 以 推广 到 二 元 函数 或 者 多 元 函数 方面 
去 ,比如 , 求 面 密度 不 均匀 的 物体 的 质量 而 引入 二 重 积分 , 它 
的 主要 方法 也 是 “和 的 极限 ”。 二 重 积分 用 符号 表示 ,就 是 


Ni axas, 
DH 
其 中 , 轧 是 积分 区 域 。 


多 元 函数 的 偏 导 数 , 重 积分 对 于 研究 多 元 函数 的 性 质 、 极 
值 ,近似 计算 、 求 体积 , 求 质量 等 方面 者 很 有 作用 ,因此 ,在 物 
理学 ,工程 技术 等 方面 应 用 十 分 广泛 。 

《五 ) 

微 避 分 学 的 建立 和 发 展 已 经 历 了 三 百 多 年 ， 形 成 了 比较 
严密 的 体系 。 但 是 也 有 人 提出 ,对 于 微分 dx 是 变量 * 趋 于 堆 
却 又 永远 不 到 零 的 改变 量 , 觉 得 很 费解 , 而且 dx= 4x 的 营 换 
也 存在 漏洞, 因而 感到 经 典 的 数学 分 折 存 在 缺点 和 不 足 。 

1968 年 ,美国 人 鲁 滨 孙 (1918-1974) 写 了 一 本 < 非 标准 分 
析 », 在 书 中 ,他 把 经 典 的 分 析 方 法 ,也 就 是 通常 所 说 的 潜 无 限 
庄 改 变 了 。 他 雇 数 理 逻 辑 的 方法 推导 出 大 于 等 而 小 于 一 切 正 
数 的 无 穷 小 量 , 认为 是 “ 复活 了 的 无 穷 小 ”。 现 在 数学 界 不 少 
人 对 它 进行 研究 和 讨论 ， 许 多 观点 认为 并 不 是 -0 -而 仅 仅 
是 接近 于 零 ， 也 有 不 岁 的 看 法 。 这 些 研究 和 讨论 都 促进 了 数 
学 分 析 的 发 展 。 
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九 复 变 函数 论 


什么 是 复 变 衣 数 ? 
《一 ) 

复数 的 概念 在 中 学 的 数学 里 就 已 经 讲述 了 ， 复 数 的 一 般 
形式 是 

& 十 到， 
其 中 ,i 是 虚数 单位 ,规定 i= 二 1 ,a、6 是 实数 。 

以 复数 作为 自 变量 的 函数 就 叫做 复 变 函数 。 复 变 函 数论 
主要 研究 复数 域 上 的 解析 函数 ， 解 析 范 数 是 揽 变 函 数 中 的 一 
类 具有 解析 性 质 的 函数 ， 因 此 ， 复 变 函 数论 也 叫做 解析 函数 
论 。 

《二 ) 

在 复 变 函数 论 里 ,把 在 zo 点 的 某 一 邻 域 之 内 的 一 切 点 都 
具有 导数 的 那 种 函数 叫做 在 zo 点 解析 的 距 数 。 

从 函数 的 一 般 定义 出 发 ,如 果 根 据 已 经 给 出 的 复数 值 > 
我 们 可 以 技 出 一 种 规律 ,使 得 可 以 得 出 复数 值 ”我 们 就 说 w 
是 复数 z 的 函数 。 

对 于 每 一 复数 * 一 X5 士 红 , 可 以 用 平面 xoy 上 的 点 (x, 纪 来 
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表示 ,对 于 数 w= za 寸 让 就 用 平面 wov (函数 平面 ) 上 的 点 来 表 
示 。 于 是 ,从 玫 何 的 观点 看 , 复 变 函数 

w=f(x) 
在 变数 平面 xzoy 上 的 点 和 函数 平面 wov 上 的 点 之 间 就 建立 了 
一 个 对 应 关系 。 也 就 是 说 ， 复 变 函 数 给 变数 平面 到 函数 平面 
上 建立 了 一 个 映 象 。 在 给 定 了 一 个 复 变 函 数 和 给 定 了 两 个 函 
数 


¥ 
w=p(x,8) ,v=p(zy) y | 1 
是 等 价 的 ,显然 有 /IN 
WwW=u+t ui {oh 一 
=9(x,y) + h(x,y)i, | 
比如 说 ,假设 1 
WwW=22= (Xx+y) = x2+ 2xyi— 
那么 


#= p(X) = ,v=G(x,y) =2xy, 


复 变 函数 论 的 产生 和 发 展 
(一 ) 
复 变 函数 论 产生 于 十 八 世纪 , 1774 年 , 殉 勒 在 他 的 一 篇 
论文 中 考虑 了 由 复 变 函 数 的 积分 
|rewax 
导出 方程 
让 = 总 引 = 
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比 欧 勒 更 早 , 法 国 数学 家 达 兰 贝尔 (1717-1783) 在 他 的 关 
于 流体 力学 的 论文 中 ,就 已 经 得 到 了 上 面 这 两 个 方程 。 因 此 ， 
后 来 有 些 书 忠 提 到 这 两 个 方程 的 时 候 ， 把 它们 叫做 “ 达 兰 贝 
尔 - 殉 勒 方程 ”。 

到 了 十 九 世 纪 ， 上 述 两 个 方程 都 由 柯 次 和 歼 曼 在 研究 流 
体力 学 的 时 候 ,对 它 作 了 更 洋 细 的 研究 ,所 以 这 两 个 方程 更 多 
的 是 被 叫做 柯 西 - 黎 婴 条件 ,并 且 用 柯 西 , 黎 曼 的 英文 名 字 头 
CR 简写 成 <C 一 了 条 件 ?。 

(=) 

复 变 医 数论 的 全 面 发 展 是 在 十 九 世 纪 ， 就 象 被 积分 的 直 
接 扩展 统治 了 十 八 世 纪 的 数学 那样 ， 复 变 函 数论 这 个 新 的 分 
支 统治 了 十 九 世纪 的 数学 。 

十 九 世 纪 , 数 学 家 公认 复 变 函 数论 是 让 让 侯 的 数学 分 支 ， 
并 且 岂 做 这 个 世纪 的 数学 享受 ， 也 有 人 称赞 它 是 抽象 科学 中 
最 和 谐 的 理论 之 一 。 


(三 ) 
为 复 变 函 数论 的 创建 做 了 最 早期 工作 的 是 哆 勒 、 达 兰 内 
尔 , 法 国 的 拉 普 拉 斯 (1749-1827) 也 随后 研究 过 复 变 函数 的 积 
分 。 他 们 都 是 创建 这 门 学 科 的 先驱 。 
后 来 为 这 门 学 科 的 发 展 做 了 大 重 韵 基 工 作 的 要 算是 柯 
西 . 获 曼 和 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815-1897) 。 
柯 西 在 他 的 论文 < 论 虚 限定 积分 ?中 讨论 了 定 积分 


YE 
[i faze 


并 且 实质 上 推出 了 著名 的 柯 西 积分 公式 


f(z =- 去 | 


0 x to 


式 中 C 是 区 域 G 的 边界 ,而 x 是 G 内 任意 一 点 。 柯 湘 由 这 里 开 
始 ,研究 和 建立 了 一 赛 复 变 函数 微分 和 积分 的 理论 。 

1851 年 , 黎 股 在 他 的 论文 中 叙述 了 复 变 函数 的 理论 ， 推 
广 半 值 解析 函数 到 多 值 解析 函数 。 

瑙 尔 斯 特 拉 斯 和 柯 西 、 黎 曼 不 同 ， 他 完全 摆脱 了 几何 直 
观 , 以 宪 级 数 作 工具 ,定义 解析 落 数 是 可 以 展开 成 守 级 数 的 函 
数 。 

近 岂 十 年 来 , 复 变 衣 数 论 又 有 了 很 大 的 进展 , 戏 尔 斯 特 拉 
斯 的 学 生 、 瑞 典 数 学 家 列 夫 勒 (1846-1927) 、 法 国 数 学 家 彭 加 
勒 (1854-1912)、 阿 达 玛 (1865-1963) 都 做 了 大 量 的 研究 工作 ， 
开拓 了 复 变 函 数论 的 更 广阔 的 领域 ， 为 这 门 学 科 的 发 展 作出 
了 贡献 。 

(®) 

复 变 函 数论 在 应 由 方面 ,涉及 的 面 很 广 , 有 很 多 复杂 的 计 
算 都 用 它 米 解决 。 比 如 ， 在 物理 学 上 有 很 多 不 同 的 稳定 平面 
场 ,所 调 场 就 是 每 点 对 应 有 物理 量 (温度 、 速度, 电势 等 ) 的 一 
个 区 域 ,对 它们 的 计算 就 是 通过 复 变 函数 来 解决 的 。 

比较 典型 的 应 用 例子 ,是 俄国 的 茹 可 夫 斯 基 (1847-1921) 
在 设计 飞机 的 时 候 ， 用 复 变 函 数论 解 次 了 飞机 机 票 的 结构 
问题 。 他 在 流体 力学 和 航空 力学 方面 运用 复 变 函 数论 也 做 出 
了 贡献 。 
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(五) 

复 变 函数 论 不 但 在 其 他 学 科 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 而 且 在 
数学 领域 里 ， 许 多 分 支 也 部 应 用 它 的 理论 。 它 已 经 深入 到 微 
分 方程 .积分 方程 ,概率 论 和 数论 等 学 科 , 对 它们 的 发 展 很 有 
影响 。 . 

复 变 函数 论 的 理论 近年 来 也 有 了 很 大 的 发 展 。 我 国 数 学 
界 的 后 起 之 秀 杨 乐 (1939-) , 张 广 厚 在 单 复 变 函 数 的 值 的 分 布 
理论 和 渐 近 值 理论 的 研究 中 , 取得 了 具有 世界 水 平 的 成 果 , 他 
们 的 研究 进一步 充实 了 复 变 函数 论 的 理论 。 


复 变 函 数论 的 内 容 


(一 ) 

复 变 函 数论 主要 包括 单 值 解析 函数 理论 、 黎 受 曲 面 理论 、 
几何 函数 论 、 留 数理 论 ,广义 解析 函数 等 方面 的 理论 。 

如 果 变 量 取 某 一 定数 值 的 时 候 ， 函 数 就 有 一 个 唯一 确定 
的 值 ,这 个 函数 就 叫做 单 值 和 解析 函数 。 比 如 , 多 项 式 就 是 这 样 
的 通 数 。 

复 变 函 数 也 研究 多 信函 数 。 函 数 也 可 以 是 多 值 的 .比如 ， 
w= MF, 当 z=1 的 时 候 ,函数 值 就 可 以 是 + 1 或 者 一 1 。 黎 
曼 曲 面 理论 是 研究 多 值 函数 的 工具 。 由 许多 层 平面 (常常 叫 
做 叶片 ) 安放 在 一 起 而 构成 的 一 种 曲面 叫做 黎 受 曲面 。 利 用 
这 种 曲面 ， 可 以 使 多 值 函 数 的 单 值 枝 和 枝 点 概念 在 几何 上 有 
个 明显 而 非常 直观 的 表示 和 说 明 。 对 于 某 一 个 多 值 函 数 ， 如 
果 能 作出 它 的 奉 曼 曲面 ,那么 ,函数 在 黎 曼 曲面 上 就 变 成 单 值 
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函数 。 黎 曼 收 而 理论 是 复 变 数 域 和 几何 间 的 … 座 桥 染 ， 能 够 
使 我 们 把 比 匀 深 奥 的 函数 的 解析 性 质 和 几何 联系 起 来 。 近 
来 ， 关 于 黎 曼 曲面 的 三 究 还 对 另 一 门 数学 分 支 学 科 拓 扑 学 有 
比较 大 的 影响 ,逐渐 地 趋向 于 探讨 它 的 拓扑 性 质 。 
(=) 

复 变 函数 可 以 通过 共 形 映 象 理论 为 它 的 性 质 提供 几何 说 
明 。 什 么 是 共 形 映 象 呢 ? 就 平面 上 映 象 来 说 , 设 w=f(z) 是 
区 域 马 内 的 连续 医 数 , 它 把 平面 上 区 域 D 喘 象 到 w 平 面 内 。 
如 亲 在 这 种 映 象 下 ,通过 DD 内 任何 一 点 的 任意 两 条 曲线 ,它们 
的 交角 的 大 小 和 方向 都 保持 不 变 ,那么 就 把 这 个 映 象 w=f(2) 
叫做 甘 形 映 象 。 导数 处 处 不 是 零 的 解析 函数 所 实现 的 映 象 就 
都 是 共 形 映 象 。 共 形 映 象 也 叫做 保 角 变 换 。 

共 形 映 象 在 流体 力学 ,空气 动力 学 、 弹 性 理论 ,静电 场 理 
论 等 方面 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 它 本 考 就 是 从 流体 力学 和 几 
何 学 的 研究 中 产生 出 来 的 。 

复 变 函数 论 中 这 部 分 用 几何 方法 来 说 明 、 解 决 问题 的 内 
容 , 一 般 叫做 几何 函数 论 。 


(三 ) 

留 数理 论 是 复 变 函 数论 中 一 个 重要 的 理论 。 留 数 也 叫做 
残 数 ， 它 的 定义 比较 复杂 ， 这 里 只 能 简单 地 解析 一 下 它 的 概 
念 。 如 果 z=a 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ,那么 f(z)/2xi 黄 圆心 在 
2 的 小 圆周 的 积分 就 叫做 fz) 在 e 点 的 留 数 。 

应 用 留 数理 论 对 于 复 变 函数 积分 的 计算 比 起 线 积分 计算 
方便 。 计 算 实 变 函 数 定 积分 ， 可 以 化 为 复 变 函数 沿 财 回路 昌 
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线 的 积分 后 ， 再 用 留 数 基本 定理 化 为 被 积分 函数 在 闭 回 路 曲 
线 肉 部 狐 立 奇 点 上 求 留 数 的 计算 , 当 奇 点 是 极点 的 时 候 , 讨 算 
更 加 简便 。 

(四 ) 

把 单 值 解析 通 数 的 一 些 条 件 适当 地 改变 和 补充 ， 以 满足 
实际 研究 工作 的 需要 ， 这 种 经 过 改变 的 解析 函数 思 做 广义 解 
析 函 数 。 广 义 解 析 函 数 所 代表 的 用 何 图 形 的 变化 叫做 拟 保 角 
变换 。 

解析 函数 的 一 些 基 本 性 质 ,只 要 稍 加 改变 以 后 ,同样 通用 
于 广义 解析 函数 。 

广义 解析 函数 的 应 用 范围 很 广泛 ， 不 但 应 用 在 流体 力学 
的 研究 方面 ,而 且 象 薄 党 理论 这 样 的 固体 力学 部 门 也 在 应 用 。 
因此 ,近年 来 这 方面 的 理论 发 展 十 分 迅速 。 


119 


十 实 变 函 数论 


实 变 函数 论 的 产生 
(一 ) 
我 们 在 微 积 分 学 这 一 章 里 ， 已 经 知道 微 积分 学 产生 于 十 
七 世纪 ,到 了 十 八 世 纪 末 各 十 九 世 纪 初 , 微 积 分 学 已 经 基本 上 
成 熟 了 。 数 学 家 广泛 地 研究 并 建立 起 它 的 许多 分 支 ， 使 它 很 
人 快 就 形成 了 数学 中 的 一 大 部 门 ,也 就 是 数学 分 析 。 
也 正 是 在 那个 时 候 ， 数 学 家 逐渐 发 现 分 析 基础 本 身 还 存 
在 许多 问题 ,比如 ,什么 是 函数 这 个 比较 简单 而 且 十 分 重要 的 
亲 题 ,数学 界 并 没有 一 致 的 见解 , 以 致 长 期 争论 着 问题 的 这 样 
和 那样 的 解答 ,这 样 和 那样 的 数学 结果 , 弄 不 清 究竟 谁 是 正确 
的 。 又 如 ,对 于 什么 是 连续 性 和 连续 函数 的 性 质 是 什么 ,数学 
界 也 没有 足够 清 晤 的 理解 。 十 九 世 纪 韧 ， 曾 经 有 人 试图 证 明 
任何 连续 函数 除 个 别 的 点 外 总 是 可 微 的 。 后 来 ， 德 国 数学 家 
魏 尔 斯 特 拉 斯 提出 ,如 由 级 数 定义 的 函数 ， 


f(x)= Sarcos(brrxx), 


(0<a< 1 是 一 个 奇数 ,而 且 c8>1 十 总站 
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这 个 级 数 被 收 敏 级 元 三 o 所 控制 ,所 以 是 均匀 收 敏 的 ， 并且 


它 的 和 到 处 是 z 的 连续 函数 。 但 是 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 这 个 
阔 数 在 任何 点 上 都 没有 导数 。 这 个 证 明 使 许多 数学 家 大 为 吃 
惊 。 

(=) 

由 于 发 现 了 某 些 函数 的 奇特 人 性质 ， 数 学 家 对 函数 的 研究 
更 加 深入 了 。 人 们 又 陆续 发 现 了 有 些 函 数 是 连续 的 但 处 处 不 
可 微 , 有 的 函数 的 有 限 导数 并 不 黎 曼 可 积 :还 发 现 了 连续 但 是 
不 分 段 单调 的 函数 等 等 。 这 些 都 促使 数学 家 考虑 ， 我 们 要 处 
理 的 函数 ,仅仅 依靠 直观 观察 和 猜测 是 不 行 的 ,必须 深入 研究 
各 种 函数 的 性 质 。 比 如 ,连续 函数 必定 可 积 ,但 是 具有 什么 样 
性 质 的 不 连续 函数 也 可 积 呢 如 果 改变 积分 的 定义 ， 可 积 条 
件 又 是 什么 样 的 ! 连续 函数 不 一 定 可 导 、 那 么 可 导 的 充分 必 
要 条 件 又 是 什么 样 的 ? 等 等 。 “ 

上 面 这 些 函 数 性 质问 题 的 研究 , 逐渐 产生 了 新 的 理论 ,并 
县 形成 了 一 门 新 的 学 科 ,这 就 是 实 变 函 数论 。 

实 变 函数 论 的 内 容 
《一 ) 

以 实数 作为 自 变量 的 函数 做 实 变 函数 ， 以 实 变 函数 作 
为 研究 对 象 的 数学 分 支 叫做 实 变 函 数论 。 它 是 微 积分 学 的 进 
-- 步 发 展 ， 它 的 基础 是 点 集 论 。 什 么 是 点 集 论 昵 7 点 集 论 是 
志 门 研究 点 所 成 的 集合 的 性 质 的 理论 。 也 可 以 说 实 变 函 数论 

121 


是 在 点 集 论 的 基础 上 研究 分 析 数 学 中 一 些 最 基本 的 概念 和 性 
质 的 ,比如 ,点 集 函 数 、 序 列 \ 极 限 、 连 续 性 、 可 微 性 、 积 分 等 。 实 
变 函 数论 还 要 研究 实 变 函 数 的 分 类 问题 ,结构 问题 ,基本 运算 
规则 和 各 种 表达 方法 问题 。 

实 变 函 数论 的 内 容 包括 实 值 函数 的 连续 性 质 、 微 分 理论 、 
积分 理论 和 测度 论 等 。 这 里 我 们 只 对 它 的 一 些 要 重 的 基本 概 
念 作 简要 的 介绍 ,关于 它 的 系统 理论 就 不 叙述 了 。 

(=) 

实 变 函 数论 的 积分 理论 研究 各 种 积分 的 推广 方法 和 它们 
的 运算 规则 。 由 于 积分 归根 到 底 是 数 的 运算 ， 所 以 在 进行 积 
分 的 时 候 , 必 须 给 各 种 点 集 以 一 个 数量 的 概念 ,这 个 概念 叫做 
测度 。 

什么 是 测度 呢 ? 简单 地 说 ， 一 条 线段 的 长 度 就 是 它 的 测 
度 。 拿 区 间 来 说 ,区 间 (cy 咏 的 测度 ,就 是 它 的 长 3 一“ 。 这 个 
区 间 的 测度 就 可 以 记 成 

mla,b)=b—a, 
很 明显 ,me 的 是 大 于 零 的 。 

测度 的 概念 对 于 实 变 函数 论 十 分 重要 ， 因 为 它 对 于 区 间 
概念 的 扩充 有 着 本 质 的 意义 。 集 合 的 测度 这 个 概念 是 由 法 国 
数学 家 勒 贝 格 提 出 来 的 。 

为 了 推广 积分 概念 ,1893 年 , 约 当 (1838-1922) 在 他 所 写 
的 < 分 析 教 程 ?中 ， 提出 了 “ 约 当 客 度 " 的 概念 并 用 来 讨论 积分 。 
1898 年 ,法 国 数学 家 波 莱 尔 (1871-1956) 把 容 度 的 概念 作 了 
改进 ， 并 把 它 叫 做 测度 。 波 荣 尔 的 学 生 勒 贝 格 后 来 发 表 “ 积 
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分 ,长度 , 面 和 ?> 的 论文 ,提出 了 “ 勤 风 格 测度 *“ 勒 贡 格 积分 ” 
的 概念 。 勒 贝 属 还 在 他 论文 《积分 和 原 函 数 的 研究 > 中 ,证 明 
了 有 和 界 肖 数 黎 曙 可 积 的 充 要 条 件 是 不 连续 点 构成 一 个 售 测 度 
集 , 这 就 完全 解决 了 黎 曼 可 积 性 的 问题 。 
(=) 

在 实 变 函数 论 中 , 冀 数 f(x) 在 某 个 集合 上 定义 ,如 果 瑟 
本 身 可 测 ,而 且 对 于 任何 实数 * ,集合 ECKX)>>a] 也 可 测 , 就 
说 函数 A(x) 是 可 测 函 数 。 可 以 证 明 , 在 闭 区 交 上 给 出 的 任意 
连续 函数 是 可 测 的 。 同 时 有 许多 不 连续 的 函数 ， 间 样 也 是 可 
测 的 。 . 

利用 惑 贝 格 积分 来 研究 积分 问题 ， 永 远 可 以 按 有 界 导 函 
数 F'(xz) 来 饮 复 它 的 原 函 数 FCx)， 


zn)=0Df Fi(x)dx+ co 


式 中 的 (上 ) 是 表示 这 个 积分 是 勒 册 客 积 分 。 

勤 贝 格 积分 定义 也 可 以 推广 到 无 界 函 数 的 情形 ， 这 个 时 
候 所 得 积分 是 绝对 收敛 的 ， 后 来 又 推广 到 积分 可 以 不 是 绝对 
收敛 的 。 从 这 些 就 可 以 看 出 ， 勒 贝 格 积分 比 起 由 柯 西 最 初 给 
出 后 来 又 由 符 曼 发 扬 的 老 积分 定义 广大 多 了 。 也 可 以 看 出 ， 
实 变 函 数论 所 研究 的 是 更 为 广泛 的 函数 类 。 

(四 ) 

自从 魏 尔 斯 待 拉 斯 证 明 连 续 函 数 必定 可 以 表示 成 一 致 收 
但 的 多 项 式 级 数 ， 人 人 们 就 认 清 连续 函数 必定 可 以 解析 地 表达 
出 来 ,连续 函数 也 必定 可 以 用 多 项 式 来 理 近 。 这 祥 , 在 实 变 函 
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ee 


数论 的 领域 里 又 出 现 了 融 近 论 的 理论 。 

什么 是 逼近 论 呢 ? 举例 来 说 ,如 果 能 把 4 类 函数 表示 成 8 
类 元 数 ( 比 如 多 项 式 ) 的 极限 ,就 说 4 类 函数 能 以 8 类 函数 来 候 
近 。 如 果 已 经 掌握 了 B 类 函数 的 某 些 性 质 ,那么 往往 可 以 由 此 
推出 A 类 函数 的 相应 性 质 。 齐 过 论 就 是 研究 哪 一 类 函数 可 以 
用 另 一 类 六 数 来 逼近 、 通 近 的 方法 ,逼近 的 程度 和 在 通 近 中 志 
现 的 各 种 现象 。 

和 损 近 论 密切 相关 的 有 正 交 级 数理 论 ， 三 角 级 数 就 是 一 
种 正 交 级 数 。 当 go、a1、 如 、a4,ba*… 是 常数 的 时 候 ， 


二 oo +(arosxt+ bsin%g) + (axcosx+ basin%) 十 和 


就 叫 向 三 角 级 数 。 和 逼近 论 相 关 的 还 有 一 种 理论 ， 就 是 从 某 
一 类 已 知 函 数 出 发 构造 出 新 的 函数 类 型 的 理论 ， 这 种 理论 叫 
做 函数 构造 论 。 

总 之 , 实 变 函数 论 和 汪 典 数学 分 析 不 同 , 它 是 一 种 比较 高 
深 精细 的 理论 ,是 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 的 应 用 广泛 , 它 在 
数学 各 分 支 的 应 用 成 了 现代 数学 的 特征 。 
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十 一 污 画 分 析 


泛 函 分 村 的 产生 
(一 ) 


十 九 世 纪 以 来 ,数学 的 发 展 进 入 了 新 的 阶段 。 这 就 是 ,由 
于 对 欧 几 里 得 第 五 公设 的 研究 ， 引 出 了 非 欧 几 何 这 门 新 的 学 
科 s 对 于 代数 方程 求解 的 一 般 考 察 ,最 后 建立 并 发 展 了 群 的 理 
论 ， 对 数学 分 析 的 研究 又 建立 了 集合 论 。 这 些 新 的 理论 都 为 
用 统一 的 观点 把 十 典 分 析 的 基本 概念 和 方法 一 般 化 准备 了 


条 件 。 
本 世纪 初 ,瑞典 数学 家 弗 列 特 荷 姆 (1886- 


1927) 和 法 国 数 


学 家 阿达 到 发表 的 著作 中 ， 出 现 了 把 分 析 学 一 般 化 的 萌芽 。 


随后 , 希 尔 伯 特 和 海 令 哲 (1883-1950) 开 创 了 “ 


希 尔 伯 特 空间 ? 


的 研究 。 到 了 二 十 年 代 ， 在 数学 界 已 经 逐渐 形成 了 一 般 分 析 


学 也 就 是 沁 函 分 析 的 基本 概念 。 
(=) 


由 于 分 析 学 中 许多 新 部 门 的 形成 , 揭示 出 分 析 、 代 数 , 几 
何 的 许多 概念 和 方法 常常 存在 许多 相似 的 地 方 。 比 如 ， 代 数 
方程 求 根 和 微分 方程 求解 都 可 以 应 用 逐次 前 近 法 ， 并 且 解 的 
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存在 和 唯一 性 条 件 也 极其 相似 ;线性 常 微分 方程 论 , 线 性 差分 
方程 论 和 线性 代数 方程 组 理论 也 十 分 相似 。 这 种 相似 在 积分 
方程 论 中 表现 得 就 更 为 突出 了 。 泛 函 分 析 的 产生 正 是 和 这 种 
情况 有 关 , 有 些 乍 看 起 来 很 不 相干 的 东西 ,都 存在 着 类 似 的 地 
方 ,因此 , 它 启 发 人 们 从 这 些 类 似 的 东西 中 探寻 一 般 的 真正 属 
于 本 质 的 方面 。 

非 歇 几何 学 的 靖 立 拓 广 了 人 们 对 空 间 的 认识 ，? 维 空 间 
几何 的 产生 允许 我 们 把 多 变数 函数 用 几何 学 的 语言 解释 成 多 
维 空间 的 映 象 。 这 样 ， 就 显示 出 了 分 析 和 几何 之 间 的 相似 的 
地 方 ， 癌 时 存在 着 把 分 析 几 何 化 的 一 种 可 能 人 性。 这 种 可 能 性 
要 求 把 几何 概念 进一步 推广 ， 以 致 最 后 把 欧 氏 空间 扩充 成 无 
穷 维 数 的 空间 。 


《三 ) 
现在 再 来 讲 一 讲 函 数 概念 ， 函 数 概念 这 时 候 话 有 了 更 为 
一 般 的 意义 。 古 典 分 析 中 的 函数 概念 是 指 两 个 数 集 之 间 所 建 
立 的 一 种 对 应 关系 。 更 代数 学 的 发 展 却 是 要 求 建立 两 个 任意 
集合 之 阅 的 某 种 对 应 关系 。 比 如 


了 = 全 是" 维 拓 量 集 ， 
了 -| ] 是 实数 集 ， 


那么 ， 卫 一 Kx 建立 了 实数 集 开 到 4 维 矢量 集 了 之 间 的 一 种 
对 应 关系 。 
再 举例 来 说 ,积分 方程 论 中 研究 如 下 的 积分 式 : 
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59 人 KG:Dz(Dd 


其 中 ,和 (s:0) 是 定义 在 正方 形 域 < 和 st<% 内 的 连续 函数 ,这 
样 ,积分 式 可 以 者 成 一 个 对 应 法 则 ,根据 这 个 法 则 ,对 [2, 执 上 
每 个 连续 的 函数 x(!), 可 使 在 同一 闭 区 间 . 上 连续 的 另 一 函数 
#{s) 和 它 对 应 ， 这 里 建立 的 是 两 个 连续 沙 数 集合 之 间 的 对 应 
关系 。 

一 般 地 说 , 给 定 任意 两 个 集合 六 和 了 Y, 并 给 定 一 个 法 则 
f, 假 如 对 每 一 个 元 素 xEX, 根 据 这 个 法 则 可 以 使 唯一 确定 的 
元 素 yEY 和 客 相对 应 ,我 们 就 说 ,在 集 开 上 定义 了 一 个 抽象 
函数 或 者 算 子 y= 失 x), 它 的 值 域 包含 在 了 内 。 特别 地 , 仍 
如 算 子 的 值 是 实数 ， 我 们 就 把 这 个 算 子 叫 敬 这 函数 。 算 子 也 
叫做 算 符 ,在 数学 上 ,把 无 限 维 空间 到 无 限 维 空间 的 变换 叫做 
算 子 。 

研究 无 夕 维 线性 空间 上 的 泛 函 数 和 算 子 理论 ， 就 产生 了 
一 门 新 的 分 析 数 学 ， 叫 做 泛 孙 分析。 在 本 世纪 三 十 年 代 ， 泛 
函 分 析 就 已 成 为 数学 中 一 门 独 立 的 学 科 了 。 


泛 画 分 析 的 转 点 和 内 容 
(~) 
泛 注 分 析 的 特点 是 它 不 但 把 古典 分 析 的 基本 概念 和 方法 
一 般 化 了 ,而 有 贞 还 把 这 些 概念 和 方法 几何 化 了 。 比 如 ,不 同类 
型 的 函数 可 以 看 做 是 “函数 空间 的 点 或 矢量 , 这 祥 最 后 得 到 
了 "抽象 空间 ?这 个 一 般 的 概念 。 它 既 包 括 了 以 前 讨论 过 的 用 
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何 对 象 , 也 包括 了 不 同 的 函数 空间 。 

汉 函 分 析 对 于 研究 现代 驳 理 学 是 一 个 有 力 的 工具 。n 维 
空间 可 以 用 来 描述 具有 ”个 自由 度 的 力学 系统 的 运动 ,实际 
上 需要 有 新 的 数学 工具 来 描述 具有 无 穷 多 自由 度 的 力学 系 
纱 。 比 如 , 染 的 振动 问题 就 是 无 穷 多 自由 度 力 学 系统 的 例子 。 
一 般 来 说 ,从 质点 力学 过 庐 到 连续 介质 力学 ,就 要 由 有 有 穷 肖 册 
度 系统 过 湾 到 无 穷 自由 度 系统 。 现 代 物 理学 中 的 节 子 场 论 就 
局 也 无 穷 由 由 度 系统 。 

正如 研究 有 穷 自由 诬 系 统 蛮 求 ” 维 空间 的 几何 学 和 微 积 
分 学 作为 工具 一 样 ， 研 究 无 穷 自由 度 的 系统 需要 无 穷 维 空间 
的 几 全 学 和 分 析 学 ,这 正 是 泛 函 分 析 的 基本 内 容 。 因 此 , 泛 酉 
分 析 也 可 以 通俗 地 叫做 无 穷 维 空间 的 几何 学 和 微 积分 学 。 古 
典 分 析 中 的 基本 方法 ， 也 就 是 用 线性 的 对 象 去 逼近 非 线性 的 
对 象 ,完全 可 以 运用 到 证 函 分 析 这 门 学 科 中 。 

(=) 
在 量子 力学 中 ,曾经 引入 了 所 调 “5 函数 ”， 


一 『1 当 xz=0 的 时 侍 ， 
a {3 当 x 于 0 的 时 候 ， 


WW ,sa 


从 这 个 函数 我 们 可 以 直观 地 想象 5(x) 的 图形， 只 是 在 
x= 0 附近 的 一 个 小 范围 内 ,这 个 鱼 数 不 是 0 ,而 且 在 小 范围 
内 这 个 函数 值 很 大 ,以 至 它 在 这 个 范 黑 内 的 积分 是 1 。 

按照 通 数 的 通用 的 数学 定义 ， 要 求 一 个 函数 在 它 的 范围 
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内 每 一 点 上 都 有 一 个 确定 的 值 。 在 这 个 意义 下 ,8(x) 就 不 能 
叫做 一 个 函数 ,而 是 更 只 有 一 般 性 的 某 种 东西 ,我 们 不 妨 把 它 
叫做 一 个 “ 非 正规 范 数 ”, 以 指出 它 不 同 于 通常 意义 下 的 函数 。 
由 于 6 函数 的 引入 ,导致 了 广义 函数 论 的 研究 ,促进 了 证 函 分 
析 向 着 新 的 方向 发 展 。 

(三 ) 

泛 函 分 析 是 分 析 数 学 中 最 “年轻 的 分 支 , 它 是 古典 分 析 
观点 的 推广 , 它 综合 函数 论 \ 几 何 和 代数 的 观点 研究 无 穷 维 向 
量 空 间 上 的 函数 、 算 子 和 极限 理论 。 它 在 本 世纪 四 十 到 五 十 
年 代 就 已 经 成 为 一 门 理论 完备 ,内 容 丰 窗 的 数学 学 科 了 。 

泛 函 分 析 的 主要 内 容 包括 拓扑 线性 空间 及 其 算 子 理论 、 
.广义 函数 论 , 非 线性 泛 函 分 析 , 等 等 。 它 在 数学 物理 方程 . 概 
率 论 .计算 数学 ,连续 介质 力学 .量子 物理 学 等 学 科 有 着 广泛 
的 应 用 。 近 十 用 年 来 ， 泛 函 分 析 在 工程 技术 方面 又 获得 了 更 
为 有 效 的 应 用 。 它 还 渗透 到 数学 内 部 的 各 个 分 支 中 去 ， 起 着 
重要 的 作用 。 
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十 二 ”位置 几何 


射影 几何 学 


讨论 图 形 位 置 关系 的 几何 学 
(—) 

十 七 世纪 ， 当 笛 卡 儿 和 费 尔 马 创立 的 解析 几何 问世 的 时 
候 ， 还 有 一 门 几何 学 同时 出 现在 人 们 的 面前 。 这 门 几何 学 和 
画图 有 很 密切 的 关系 ， 它 的 某 些 基本 概念 早 在 古 希腊 时 期 就 
曾经 引起 一 些 学 者 的 注意 。 吹 洲 文艺 复兴 时 期 透视 学 的 兴 
起 ， 给 这 门 用 何 学 的 产生 和 成 长 准备 了 充分 的 条 件 。 这 门 几 
何 学 叫做 射影 几何 学 。 

射影 几何 真正 成 为 独立 的 学 科 、 成 为 几何 学 的 一 个 重要 
分 支 ， 主 要 是 在 十 七 世纪 。 为 这 门 学 科 建 立 而 作出 了 重要 贡 
献 的 是 法 国 两 位 数学 家 笛 沙 格 和 柏 斯 卡 《1623-1662) 。 笛 沙 
格 是 一 个 自学 成 名 的 数学 家 ,他 年 青 的 时 候 当 过 陆军 军官 ,后 
来 钻研 工程 技术 ,成 了 一 名 工程 师 和 建筑 师 。 他 对 于 艺术 家 、 
工程 师 和 石匠 的 培养 和 教育 很 关心 ， 对 为 理论 而 搞 理论 很 不 
赞成 。 因 此 ,他 编 集 了 许多 有 实用 的 教材 ,通过 书信 和 传单 传 
播 他 研究 的 问题 所 获得 的 成 果 , 了 在 巴黎 免费 给 讲课, 并 且 
编写 了 儿 铭 在 泥 瓦工 和 石 工 方 闸 的 应 用 韵书 。 他 很 熟悉 阿波 
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罗 尼 斯 的 著作 ,并 县 决 心 用 新 的 方法 来 证 明 圆锥 曲线 的 定理 。 
1636 年 , 他 出 版 过 凡 本 关于 透视 靶 的 小 册子 。1639 年 , 他 出 
版 了 主要 著作 « 试 论 圆锥 和 平面 的 相交 所 得 结果 的 初稿 >, 书 
中 他 引入 了 许多 几何 学 的 全 新 的 概念 。 他 的 朋友 笛 卡 儿 、 帕 
斯 卡 . 费 尔 马 都 很 推崇 他 的 著作 , 费 尔 马 若 至 认为 他 是 图 锥 曲 
线 理 论 的 真正 韵 基 人 。 笛 沙 格 在 他 的 著作 中 ， 把 直线 看 作 是 
具有 无 穷 大 半径 的 圆 ,而 曲线 的 切线 被 看 作 是 割 线 的 极限 ,这 
些 概 念 都 是 射影 几何 学 的 基础 。 用 他 的 名 字 命 名 的 笛 沙 格 定 
理 :“ 如 果 两 个 三 角形 对 应 顶点 联 线 共 点 , 那么 对 应 边 的 交点 
共 线 ,” 反 之 也 成 立 。 就 是 射影 几 栖 学 的 基本 定理 。 

铂 斯 卡 也 为 射影 几何 学 的 早期 工作 作出 了 重要 的 贡献 ， 
1641 年 , 他 发 现 了 一 条 定理 ;< 内 接 于 一 二 次 曲线 的 六 边 形 的 
三 双 对 边 的 交点 共 线 。” 这 条 定理 叫做 柏 斯 卡 六 边 形 定理 , 也 
是 射影 几何 学 中 的 一 条 重要 定理 。1658 年 , 他 写 了 “ 贺 锥 曲 
线 论 > 一 书 , 书 中 很 多 定理 都 是 射影 几何 学 方面 的 内 容 。 箔 沙 
格 和 他 是 朋友 ,曾经 敦促 他 搞 透视 方面 的 研究 ,并 生 建 议 他 要 
把 圈 锥 曲线 的 许多 性 质 简化 成 少数 几 个 基本 命题 作为 目标 。 
帕斯卡 接受 了 这 些 建 议 。 后 来 他 写 了 许多 有 关 射 影 几 何方 面 
的 小 册子 。 


(=) 
到 了 十 九 世 纪 , 射 影 几 何 学 处 在 淮 牵 发展 的 阶段 ,许多 数 
学 家 都 专心 研究 图 形 的 射影 性 质 ,把 新 的 概念 引进 这 门 学科 。 
1822 年 , 法 国 数学 家 彭 色 列 (1789-1867) 系统 地 研究 了 
几何 图 形 在 投影 变换 下 的 不 变性 质 ,他 写 了 ¢ 论 图 形 的 射影 几 
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何 性 质 ? 一 书 , 建 立 了 射影 几何 学 的 严密 理论 。 

1836 年 , 瑞士 数学 家 史 坦 纳 (1796-1863) 证 明了 具有 已 
知 周 长 的 一 切 封闭 曲线 中 包围 最 大 面积 的 图 形 必定 是 圆 ， 并 
且 对 二 次 曲线 和 曲面 的 理论 作 了 深入 的 研究 。 

1847 年 , 德国 数学 家 斯 陶 特 (1798-1867) 写 了 一 本 关于 
射影 几何 学 的 著作 , 书 名 型 做 < 位 置 几何 >。 他 对 射影 几何 学 的 
研究 完全 摆脱 了 代数 和 度量 的 关系 ， 主 要 是 讨论 图 形 中 元 素 
闻 的 位 置 关 系 ,因此 ,射影 几何 学 又 被 人 们 叫做 位 置 几何 学 。 

1859 年 , 英国 数学 家 凯 莱 (1821-1895) 发 表 了 他 的 < 代数 
形式 的 第 六 篇 论文 ?, 提 出 了 “ 度 重 几 何 是 射影 几何 的 一 部 分 ， 
射影 几何 是 所 有 的 几何 ”的 观点 。 

(三 ) 

射影 几何 学 的 发 展 和 其 他 数学 分 支 的 发 展 有 密切 的 关 
系 ,特别 是 “ 群 ”的 概念 产生 以 后 , 也 被 引进 了 射影 几何 学 ,对 
这 门 几何 学 的 研究 起 了 促进 作用 。 

概括 地 说 ,射影 几何 学 是 几何 学 的 一 个 重要 分 支 学 科 , 它 
是 专门 研究 图 形 的 位 置 关系 的 ， 也 就 是 专门 用 来 讨论 在 把 点 
投影 到 直线 或 者 平面 上 的 时 候 ， 图 形 的 不 变性 质 的 科学 。 

射影 几何 学 在 航空 、 摄 影 和 测量 等 方面 都 得 到 了 广泛 的 
应 用 。 


仿 射 几何 学 


(一 ) 
这 里 我 们 先 介 绍 一 下 仿 射 几何 学 。 
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什么 是 仿 射 几何 学 呢 ? 下 面 我 们 通过 一 些 浅显 的 例子 来 
讲述 它 的 内 容 。 

在 加 工 机 械 零 件 的 时 候 , 它 的 形状 ,大 小 都 要 用 图 纸 表示 
了 出来。 图 纸 上 的 视图 是 通过 平行 投影 的 方法 得 到 的 。 我 们 根 
据 图 纸 上 的 对 应 点 、 线 间 的 关系 ， 就 可 以 确定 空间 物体 的 形 
状 。 每 次 投影 实际 上 是 一 种 对 应 ， 这 种 对 应 有 什么 性 质 呢 ? 
这 里 可 以 先 从 两 个 平面 闻 的 平行 投影 说 起 。 

如 右 图 所 示 ， 相 交 的 


两 个 平面 和 8, 交 线 是 1， 有 
这 条 交织 1 也 叫做 对 应 轴 ， 
通过 平面 "内 各 点 4、B、 < | 


C… 引 平行 线 交 平面 8 于 NS 4 
4'、B',C'*…。 这 样 就 使 平 
面 a 的 点 积 平面 8 的 点 建 
立 了 一 种 一 一 对 应 关系 。 这 种 对 应 叫做 “到 8 的 透视 仿 射 对 
应 ,或 者 叫做 平行 投影 。 
平行 投影 和 平行 的 方向 有 关 , 当 方向 变更 的 时 候 , 就 有 不 
同 的 平行 投影 使 得 平面 c 上 的 
4 了 3C 各 点 在 平面 8 上 有 不 局 
把 一 个 图 形 经 过 有 限 次 的 
平行 投影 叫做 仿 射 对 应 。 象 左 
图 表示 的 那样 ,hn .8 是 
表示 在 同一 平面 内 的 ”条 直 
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线 , 经 过 一 连 串 的 平行 投影 ,使 最 初 一 条 直线 问 上 的 各 点 和 最 
来 一 条 直线 上 上 的 各 点 存在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 这 种 对 应 叫 
做 仿 射 对 应 。 

可 以 看 出 ， 透 视 仿 射 对 应 是 一 般 仿 射 对 应 的 特殊 情况 。 
特别 地 ， 把 在 同一 平面 内 单方 面 的 透视 仿 射 对 应 叫做 透视 仿 
射 变换 。 有 限 回 的 透视 仿 射 变换 组 成 仿 射 变换 。 由 于 仿 射 变 
换 就 是 同一 平面 内 的 仿 射 对 应 ,因此 ,在 平面 内 如 果 把 直线 上 
的 点 经 过 平行 投影 到 男 一 直线 上 ， 这 样 得 到 点 和 点 之 间 的 对 
应 就 是 仿 射 变换 。 

仿 射 变换 的 特征 是 ,对 应 点 的 连 线 互相 平行 ,对 应 直线 的 
交点 在 同一 直线 上 或 者 平行 于 一 条 直线 ， 这 条 直线 就 是 对 应 
轴 。 

(=) 

图 形 在 仿 射 变换 下 有 很 多 性 质 ， 这 里 我 们 主要 介绍 在 仿 
射 变 挽 中 的 不 变性 质 。 

第 一 , 直线 变 直线 , 线段 变 线段 , 射线 变 射线 。 比 如 直线 
< 在 仿 射 变换 F 下 , 变 成 f(a) ,就 是 说 ,直线 “上 的 点 的 集合 变 
成 Ka) 上 的 点 的 集合 。 象 左 图 
表示 的 那样 ， 就 是 一 条 直线 并 
成 另 一 条 直线 。 

第 二 ， 在 仿 射 变换 下 点 和 
直线 、 直 线 和 平面 的 结合 性 不 


第 三 ， 在 仿 射 变换 下 两 条 直线 的 平行 性 不 变 。 象 下 页 上 
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fg) 


a 
A fh) ff) 
® bi If ftc) 
加 


A(8) 


边 的 左 图 , 设 直 线 a 平 行 于 5, 在 仿 射 变换 下 ,对 应 的 两 条 直线 
f(a),f(5) 也 平行 。 如 上 边 的 右 图 所 示 , 很 显然 ,在 仿 射 变换 
下 ,平行 四 边 形变 成 平行 四 边 形 。 

第 四 ,在 仿 射 变 换 下 ,同一 直线 上 三 点 的 简 比 不 变 。 件 么 
叫做 简 比 电 ? 设 4.C 是 有 向 直线 的 两 点 , 8 是 它 上 面 的 第 三 
点 , 8 把 线段 4 妇 分 成 两 部 分 :三 和 D8, 它们 的 量 数 的 比 


入 叫做 简单 比 ,也 叫做 简 比 , 记 成 (4CB)。 电 就 是 
(4CB)= 僻 。 


在 仿 射 变换 下 ,，(ACB)=《4'C'B'), 这 里 4A、4', BB'， 
CC' 分 别 是 对 应 点 。 
右 下 图 表明 , 图 形 了 经 过 仿 射 变换 f 得 到 F', 这 样 就 有 


(4E8)= 解 2 了 
(4B'B) = F BF E’ yg 
从 这 条 人 性质 可 以 知 “局 人 大 
道 ,在 仿 射 变换 下 ,一 条 线 ~ 


段 的 长 度 有 变化 ,但 它 上 
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面 的 三 点 的 篇 比 却 保持 不 变 。 
. (三 ) 


仿 射 几何 学 主要 研究 在 仿 射 变换 下 图 形 的 不 变性 质 。 
仿 射 变换 也 是 研究 图 形 性 质 的 重要 工具 。 比 如 .为 了 研 
究 椭 留 的 平行 弦 中 点 的 性 质 ， 可 以 先 利 用 仿 射 变换 把 糖 赔 变 
成 男 。 根 据 仿 射 变换 的 不 变性 质 , 象 左 图 所 示 ,这 时 候 梢 圆 的 
平行 弦 变 成 圆 的 平行 纺 ， 但 


行 弦 的 中 点 者 在 


行 弦 的 中 点 也 在 椭圆 的 直径 上 。 
《四 ) 


是 直径 对 于 弦 的 台 直 性 却 不 
相 局 。 我 们 已 经 知道 项 的 平 


的 直径 


上 ,从 而 可 以 断言 , 椭 茹 的 平 


在 仿 射 几 何 学 中 ,也 可 以 用 解析 法 讨论 仿 射 变换 ,这 样 就 


需要 建立 仿 射 坐标 系 。 


一 全 -一 全 
在 平面 上 给 出 两 个 不 共 线 的 向 量 OBE 和 OFa， 它 们 所 在 
的 直线 记 成 OCX、O7, 象 右 下 图 表示 的 那样 ,过 平面 上 任何 一 


点 P 作 OF 和 0OX 的 平行 线 ， y 
分 别 交 OX、OY 于 Mi, Ms， 


设 点 了 和 一 对 实数 (+,4) 相 MW 
对 应 ,x.y 的 信和 的 意义 就 是 Es; 
OM 
< 
OM 加 Mt 
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~ 
把 (xsg) 叫做 了 点 的 仿 射 坐 标 , 向 量 0 如 .0 牙 叫 做 基底 
向 量 。 用 这 种 方法 建立 的 坐标 系 和 前 面 介绍 过 的 坐标 系 有 密 
切 关系 。 如 果 在 仿 射 坐标 系 里 0 成 ,本 都 取 成 单位 向 时 ， 
那么 (x, 胡 就 是 了 点 的 笛 卡 儿 锋 角 举 村 ;如 果 0OB 和 口 忆 各 
直 , 并 且 都 取 单位 向 车, 那么, (xyg) 就 是 了 点 的 第 卡 儿 直角 
坐标 。 因 此 , 笛 卡 儿 和 坐标 是 仿 射 佣 标 的 特殊 情况 。 
定义 了 仿 射 坐 标 系 的 平面 叫做 仿 射 平面。 在 这 个 平面 
上 ,不 考虑 如 长 度 ,角度 等 度量 性 质 。 仿 射 平面 实际 上 是 在 欧 
氏 平 而 上 仅仅 * 不 考虑 度 重 "性 质 的 那些 点 的 集合 。 


射影 几何 学 
(一 ) 


本 章 开头 ， 我 们 已 经 介绍 了 射影 几何 学 的 形成 的 粗略 概 
况 , 现 在 再 举 具体 的 例子 来 说 明 这 门 学 科 的 研究 内 容 。 

右 图 是 一 个 地 球 仪 , 平 
面 z 和 地 球 仪 相 切 于 南极 @， 
如 果 从 它 的 北极 呈 和 球 上 各 
点 相连 ， 球 上 各 点 的 投影 在 
平面 x 上 ,一 般 来 说 , 球面 上 
的 点 对 应 于 平面 x 上 的 点 。 
同样 ， 球 面 上 的 一 条 曲线 和 平面 z 上 的 一 条 曲线 也 是 对 应 着 
的 。 球 面 上 有 两 条 曲线 相交 ,交点 有 两 个 ,那么 在 平面 了 上 的 
投影 也 是 相交 于 两 个 交点 的 曲线 ， 前 者 交点 的 映 象 相当 于 后 
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者 的 交点 。 如 果 妹 面 上 的 两 条 曲线 相 切 ， 那 么 它们 在 平面 x 
上 的 映 象 也 是 两 条 相 切 的 曲线 。 上 面 的 例子 说 明 地 球 仪 上 的 
点 和 平面 + 上 的 点 之 间 建 立 了 一 种 对 应 关系 。 

这 种 对 应 关系 就 是 欧洲 文艺 复兴 时 期 人 们 在 绘画 和 建筑 
艺术 方面 非常 注意 和 大 力 研 究 的 内 容 。 那 时 候 , 人 们 发 现 ,一 
个 画家 要 把 一 个 实物 画 在 一 块 画布 上 就 好 比 是 用 自己 的 眼睛 
当 作 投影 中 心 ,把 实物 的 影子 映射 到 画布 上 去 ,然后 再 描绘 而 
来 。 在 这 个 过 程 中 ， 被 描绘 下 来 的 象 中 的 各 个 元 素 的 相对 大 
小 和 位 置 关系 ,有 的 变化 了 ,有 的 却 保持 不 变 。 这 样 就 促使 数 
学 家 对 图 形 在 中 心 投影 下 的 性 质 进行 研究 ， 因 而 就 就 渐 产生 
了 许多 过 去 没有 的 新 的 概念 和 理论 ， 形 成 了 射影 几何 学 这 站 


(二 ) 

射影 几何 学 有 一 个 十 分 重要 的 概念 ， 这 就 是 中 心 投影 。 
什么 是 中 心 投影 呢 ? 

举例 来 说 ,下 图 中 , 设 直 线 1 和 如 是 同一 平面 内 两 条 不 重 
会 的 直线 ，O 是 平面 内 不 在 1 和 1 上 的 一 点 。 如 果 4.B,C、 
DD… 是 直线 1 上 的 许多 点 。 
把 它们 分 别 和 O 点 连结 起 
来 ， 得 到 04.0B.OC.O 
DD…, 它们 和 直线 疙 分 别 
交 于 A'、B'、C'.D'… 各 
点 。 这些 点 和 不 来 的 4、 
BC.D… 各 点 存在 着 一 


种 对 应 的 关系 ， 把 这 种 对 应 关系 叫做 在 同一 平面 内 两 条 家 
线 ! 和 时 问 的 中 心 投影 。 很 明显 ,中 心 投影 和 投影 中 心 有 关 ， 
当中 心 不 局 的 时 候 , 就 有 不 同 的 中 心 投影 。 
现在 来 看 一 看 右 图 ， 平 面 
aa 和 中 是 空间 的 两 个 相交 平 
面 ,0 点 不 在 这 两 个 平面 内 , PP 
是 平面 ”内 的 -- 点 如 果 OP 和 
平面 a' 相交 ,交点 P' 就 叫做 平 
面 a 内 的 了 点 是 从 0 点 到 平 
而 4 的 中 心 投影 。 在 中 心 投影 
下 ， 胖 面 上 的 各 点 和 它们 在 
平面 a' 上 的 映 象 也 存在 一 种 对 应 关系 。 . 
在 讨论 中 心 投影 点 的 时 候 , 可 能 我 们 已 经 注意 到 了 ,比如 
在 左 图 由， 直线 ! 上 的 一 点 对 
和 中 心 0 的 连 线 OM, 如果 和 
直线 平行 , 那么 用 点 在 直 
上 的 中 心 投影 就 不 存在 了 。 这 
时 候 ， 直 线 1 上 的 点 和 它 在 人 
， 上 的 中 心 投影 就 不 能 建立 一 一 
对 应 的 关系 。 这 样 就 给 研究 射 
影 几何 带 来 很 多 麻烦 , 比如 , 以 
后 每 着 遇 到 这 种 情况 ， 就 得 作 个 别 讨论 或 者 另行 处 理 。 如 果 
这 样 ,对 每 一 例外 的 情况 都 一 一 加 以 讨论 ,射影 几何 学 就 会 变 
得 过 于 繁复 了 。 为 了 在 中 心 投影 下 每 一 个 平面 内 的 每 一 条 直 
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线 在 另 一 个 平 而 内 有 客 的 对 应 直线 ， 在 射影 几 全 学 中 作 了 一 
个 特别 规定 ,就 是 在 直线 上 的 通常 点 以 外 加 上 一 个 新 点 ,叫做 
无 穷 远 点 , 记 作 了。, 在 平面 内 加 上 一 条 新 直线 , 叫做 无 穷 远 
直线 , 记 作 ! ,用 它们 来 消除 上 述 例外 的 情况 。 
(三 ) 

在 射影 几何 学 中 ,把 无 穷 远 点 看 作 “ 理 想 点 "。 

在 通常 的 一 条 直线 十 外 加 一 个 并 且 仅 仅 加 一 个 无 穷 远 点 
后 ， 这 条 直线 的 形象 是 什么 呢 t 请 看 下 面 左边 上 下 两 个 图 


ARR 
而 
CD. 二 > 

就 知道 , 首先 它 有 周一 个 端点 , 就 是 无 穷 远 点 了 ,这样 的 下 
线 就 成 了 闭合 曲线 的 形象 。 很 明显 ， 这 样 的 直线 上 的 点 的 集 
合 和 实数 就 不 能 建立 一 一 对 应 关系 。 如 果 象 上 面 右边 的 图 那 
样 ， 在 等 条 直线 上 的 普通 点 里 加 上 一 个 “无 穷 远 点 >， 这 点 就 
被 看 作 是 属于 所 有 平行 于 已 知 直线 的 直线 ， 而 不 属于 其 余 的 
线 。 因 此 在 一 个 平面 内 两 条 直线 一 定 相交 于 一 点 。 如 果 这 两 
条 直线 不 平行 , 就 相交 于 一 个 普通 点 ; 如 果 这 两 条 直线 平行 ， 
那么 交 于 这 两 条 直线 所 共有 的 无 穷 远 点 。 通 过 同一 无 穷 远 点 
的 所 有 直线 彼此 平行 。 

在 一 个 平面 内 加 上 一 条 无 穷 远 直 线 后 ， 无 穷 远 直 线 就 念 
有 这 个 平面 上 所 有 的 无 穷 远 点 。 

在 引入 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直 线 以 后 ， 点 和 直线 的 结合 关 
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系 和 过 去 的 普通 点 和 普通 直线 的 结合 关系 有 变化 吗 ? 

第 一 ,两 条 平行 线 只 有 一 个 无 穷 远 点 

第 二 ,通过 局 一 无 穷 远 点 的 所 有 直线 个 此 平行 , -组 平行 
线 通 过 同一 个 无 穷 远 点 ， 

第 三 ,通常 直线 上 有 一 个 而 且 只 有 一 个 无 穷 远 点 ! 

第 四 , 平 而 内 有 一 条 而 且 只 有 一 条 无 穷 远 直线 ? 

第 五 ,两 点 确定 一 条 直线 ， 

第 六 ， 两 个 无 穷 远 点 确定 一 条 无 穷 远 直线 , 两 直线 相交 
必 交 于 一 点 。 

从 这 几 点 可 以 看 出 ,在 扩大 了 点 和 线 的 概念 后 ,原来 的 普 
通 点 和 线 的 结合 关系 继续 成 立 ， 而 过 去 一 些 只 有 当 两 条 直线 
不 平行 的 时 候 才 能 求 交点 的 限制 就 消失 了 。 

这 种 思想 方法 和 代数 中 数 系 的 扩大 ， 指 数 概念 普遍 化 等 
都 是 一 祥 的 。 

由 于 经 过 一 个 无 穷 远 点 的 直线 都 平行 ,因此 ,中 心 射影 和 
平行 射影 两 者 之 间 就 可 以 统一 了 。 平 行 射影 可 以 看 作 仅仅 是 
经 过 无 穷 远 点 的 中 心 投 影 。 这 样 ， 凡 是 利用 中 心 投影 或 者 平 
行 投影 把 一 个 图 形 映 成 另 一 个 图 形 的 映射 ， 今 后 都 可 以 时 做 
射影 变换 。 


(四 ) 
射影 变换 有 两 个 重要 性 质 。 第 一 ， 射 影 变换 使 点 列 变 点 
列 , 直线 变 直线 , 线束 变 线束 (从 一 点 发 出 若干 条 射线 组 成 线 
束 )。 点 和 直线 的 结合 性 是 射影 变换 的 不 变性 。 这 是 射影 变 
换 中 最 基本 的 性 质 。 第 二 ， 射 影 变换 王 交 比 不 变 。 什 么 叫做 
M1 


交 比 呢 ? 举例 来 说 ， 如 左边 的 
A B ¢ D 图 是 一 条 直线 ， 直 线 上 有 四 点 
4.B.C.D, 把 C 汪 分 割 线 段 48 的 比 ,就 是 


04 .AD 
证 :TH 


吗 做 四 个 共 线 点 4,8B、C,D 按 这 个 次 序 下 的 交 比 。 

交 比 是 射影 几何 学 中 的 重要 概念 ， 用 它 也 可 以 说 明 两 个 
平面 点 之 间 的 射影 对 应 :两 个 平面 之 间 的 一 一 对 应 ,如 果 保 持 
任何 共 线 四 点 的 交 比 不 变 ， 这 两 个 平面 点 之 间 的 对 应 就 叫做 
射影 对 应 。 


(五 ) 

在 射影 几何 学 里 , 把 点 和 直线 叫做 对 偶 元 素 , 把 “过 一 点 
作 一 直线 "和 “在 一 直线 上 取 一 点 * 叫做 对 侦 运算 。 在 两 个 图 
形 中 ,它们 如 果 都 是 由 点 和 直线 组 成 ,把 其 中 一 图 形 里 的 各 元 
崇 改 为 它 的 对 侦 元 案 , 各 运算 改 为 它 的 对 惕 运算 ,结果 就 得 到 
另 一 个 图 形 。 这 两 个 图 形 叫做 对 偶 图 形 。 在 一 个 命题 中 叙述 
药 内 容 只 是 关于 点 .直线 和 平面 的 位 置 ,可 把 各 元 素 改 为 它 的 
对 个 元 素 ， 各 运算 改 为 它 的 对 侦 运 算 的 了 时候， 结果 就 得 到 另 
一 个 命题 。 这 两 个 命题 叫做 对 偶 命 题 。 

这 就 是 射影 几何 学 所 特有 的 对 个 原则 。 在 射影 平 画 上 ， 
如 果 一 个 命 是 成立, 那么 它 的 对 个 命题 也 成 立 , 这 叫做 平面 对 
个 原则 。 同 样 , 在 射影 空间 里 ,如果 一 个 命题 成 立 , 那么 它 的 
对 侦 命题 也 成 立 ,叫做 空间 对 悍 原 则 。 

下 面 举例 说 明 ， 
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巴 卡 十 定理 

假设 41、4s、4s 是 在 同 
一 直线 上 的 三 点 ; 

B1、 Ba、Bs 是 在 同一 直 
线 有 上 的 三 成 ， 

Ci 是 4iBs 和 daBi 的 交 
点 5Ca 是 41Bs 和 4sBi 的 交 
点 :Cs 是 4aBs 和 AsBs 的 交 
点 ;那么 , C1, Cs, Cs 在 同一 
直线 上 。 


第 沙 格 定理 

假设 入 41B1C， 和 人 A 
BC 在 平面 作 上 ， 

如， BiBa, CiCs 会 于 
局 一 点 工 ,那么 

. 有 4B; 和 4daBs 的 交点 、 

BC 和 BaCs 的 交点 、C14 
和 C4s 的 交点 在 同一 直线 
tt。 《如 下 页 左 图 ) 


它 的 对 侦 命 证 

假设 ai、 是 过 同一 
点 五 的 三 直线 # 

如 ,ba、 ba 是 过 同一 点 za 
的 三 直线 ; 

C1 是 cats 和 era 的 联 线 ; 
Cs 是 arbs 和 est 的 联 线 
Cs 是 arbs 和 cab 的 联 线 ; 那 
么 ， C1.Ca,Cs 过 同一 点 ma。 


3 Ly h 
a be 
[a bs 
1 Lt 


对 偶 定理 

假设 人 abicy 和 Aasbs 
cs 在 平面 必 上 ， 

qmas、biba、cics 帮 同一 直 
线 1 上 ,那么 

Qh 和 asbs 的 联 线 、bc 
和 bacs 的 联 线 、cial 和 caca 
的 联 线 会 于 同一 点 上 上。 

(如 下 页 厂 图 } 
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上 面 这 些 命题 都 是 射影 几何 中 的 重要 定理 ， 这 些 定理 有 
两 个 畦 点 ， 

第 一 , 这 些 定理 所 叙述 的 内 容 , 如 果 把 它 的 图 形 作出 , 只 
要 拿 一 条 无 刻度 的 直 尺 就 可 以 了 ， 用 不 着 圆规 等 。 图 形 中 都 
是 过 两 点 作 一 直线 或 作 两 条 直线 的 交点 3 

第 二 ， 这 些 定 至 中 都 没有 度量 的 关系 。 在 这 些 定理 中 只 
看 见 “ 某 点 在 某 直 线 上 ?或 <“ 某 直线 经 过 某 点 ”等 等 ,都 是 点 , 直 
线 间 的 位 置 关 系 , 不 讨论 长 度 ,角度 、 面 积 \ 体 积 等 度量 性 质 。 

(六 ) 

研究 在 射影 变换 下 二 次 曲线 的 不 变性 质 ， 是 射影 几何 

学 的 一 项 重要 内 容 。 在 射影 几何 学 里 是 这 样 来 定义 二 次 曲线 


如 左 图 所 示 ， 通 过 一 
点 口 的 线 东 OC(D 和 通过 
另 一 点 0' 的 线束 0'(1') 
是 两 个 射影 而 非 透 祝 对 
应 的 线束 , 把 对 应 直线 


六 上 
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的 交点 的 集合 叫做 二 次 曲线 。 

在 射影 几何 学 畦 ,关于 二 次 曲线 的 射影 性 质 的 内 容 很 多 、 
如 我 们 在 本 章 开头 介绍 过 的 柏 斯 卡 六 角形 定理 就 是 二 次 曲线 
的 射影 性 质 。 其 他 的 内 容 就 不 细 谈 了 。 

(七 ) 

这 里 我 们 再 介绍 一 下 “变换 群 * 这 个 概念 。 什 么 叫做 变换 
群 紧 ? 在 几何 变换 中 ， 风 是 符合 下 面 丙 个 条 件 的 变换 所 成 的 
集 含 就 叫 作 变换 群 。 这 两 个 条 件 是 ， 

第 一 ,集合 内 任何 两 个 变换 的 积 仍 属于 这 个 集合 ， 

第 二 ,集合 内 任何 一 个 变换 有 它 的 道 变换 ,而 这 个 变换 也 
属于 这 个 集合 。 

这 里 提 到 的 两 个 变换 的 积 这 个 概念 ， 在 几何 里 是 这 样 理 
解 的 , 如 右 下 图 所 示 , 没有 两 个 变换 8.7 首先 运用 8 到 任意 
点 P, 把 它 的 象 记 作 S(P), 再 运用 了 到 这 个 象 ,把 所 得 出 的 象 
记 作 TS(P)， 考 察 点 卫 和 点 TS(P) 间 的 对 应 ， 如 果 把 它 写 


成 TS, 显 然 TS 也 是 变换 ,把 这 种 变换 叫 TSP) 
做 原来 两 个 变换 ST 的 积 。 显 然 变 痪 的 
积 总 是 满足 结合 律 。 因 


仿 射 变换 的 全 体 组 成 一 个 变换 群 ， 
叫 艇 仿 射 变换 群 ， 射影 变换 的 全 体 也 组 
成 一 个 变换 群 ,叫做 射影 变换 群 。 加 


几 种 几何 的 关系 


(一 ) 

这 里 应 该 再 简 述 一 个 概念 ， 就 是 合同 变换 。 什 么 是 合同 
变换 呢 ? 有 两 个 图 形 ,如 果 存 在 一 个 “移动 "使 它们 重合 ,就 叫 
做 合同 。 移 动 实际 上 就 是 一 种 “变换 ”。 把 一 个 图 形 搬 到 另外 
一 个 不 同 的 地 点 ,也 可 以 小 作 是 这 两 个 图 形 点 之 间 的 变换 ,也 
就 是 合同 变换 。 . 

欧 氏 几何 学 是 研究 图 形 在 运动 变换 下 不 变性 质 的 科学 。 

(二 ) 

从 我 们 已 了 解 的 这 三 种 几何 学 的 情况 来 看 ， 它 们 的 基本 

不 变性 和 基本 不 变 置 如 下 ， > 


结合 性 ,平行 性 ,垂直 人 性; 
角度 ,距离 。 
oo 


wet 


仿 射 几何 学 
(结合 性 ， 
射影 几何 学 
| ( 交 比 。 
另外 ， 合同 变换 是 仿 射 变 换 的 特例 , 因此 , 合同 变换 全 体 
集合 是 仿 射 变换 集合 的 一 部 分 。 同 样 ， 仿 射 变换 的 全 体 集合 
是 射影 变换 集合 的 一 部 分 。 
如 果 用 记号 习 表示 包含 的 意思 ,那么 ,这 三 种 几何 就 其 范 
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国 的 大 小 而 言 有 下 面 的 关系 ， 


射影 变换 群 仿 身 


射影 几何 学 二 念 和 


变换 群 合同 变换 群 ， 


! ! 
几何 学 了 欧 氏 几何 学 。 


如 果 就 几何 学 内 容 的 多 少 来 说 ,这 三 种 几何 的 关系 是 ， 


射影 几何 学 一 仿 射 几何 


学 和 欧 氏 几何 学 ， 这 就 是 说 欧 氏 


几何 学 的 内 容 最 丰富 ， 而 射影 几何 学 的 内 容 最 贫乏 。 比 如 在 
欧 氏 几何 学 里 可 以 讨论 仿 射 几何 学 的 对 象 《 如 简 比 、 平 行 性 
等 ) 和 射影 几何 学 的 对 象 (如 四 点 的 交 比 等 ), 反 过 来 ,在 射影 
几何 学 里 不 能 讨论 图 形 的 仿 射 性 质 ， 而 在 仿 射 几何 学 时 也 不 


能 讨论 图 形 的 度量 性 质 。 


1872 年 ,德国 数学 家 克 莱 因 在 爱 尔 朗 根 大 学 提出 著名 的 
“ 爱 尔 朗 根 计划 书 ? 中 提出 用 变换 群 对 几何 学 进行 分 类 , 就 是 
凡是 一 种 变换 , 它 的 全 体能 组 成 “ 群 *, 就 有 相应 的 几何 学 , 而 
在 每 一 种 几何 学 里 ， 主 要 研究 在 相应 的 变换 下 的 不 变 重 和 不 


变性 。 
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二 三 不 量 尺 寸 前 几何 一 一 拓 提 学 


几何 拓扑 学 的 先 声 


(一 ) 

几何 拓扑 学 是 十 九 志 纪 形 成 的 一 门 数 学 分 支 ， 它 属于 几 
何 学 的 范畴 。 有 关 拓扑 学 的 一 些 内 容 早 在 十 八 世纪 就 出 现 
了 。 那 时 候 发 现 的 一 些 孤 立 的 问题 ， 后 来 在 拓扑 学 的 形 成 中 
占 着 重要 的 地 位 。 在 数学 上 ， 关 于 哥 尼斯 城堡 的 七 座 桥 的 问 
题 就 是 一 个 生动 的 例子 。 、 

什么 是 再 尼斯 城堡 问题 呢 ? 哥 尼 斯 城堡 是 东 普 鲁 士 的 一 
个 地 方 ,十 八 世 纪 在 这 个 城堡 的 河上 建 有 七 座 桥 ,如 左下 图 表 
示 的 那 祥 , 它 们 把 河 的 两 岸 和 河中 的 两 个 小 岛 互相 连结 起 来 。 
当时 有 人 提出 这 样 一 个 问题 * 一 个 人 每 座 桥 只 许 走 过 一 次 , 怎 
样 才能 走 遍 这 七 座 桥 ， 
最 后 又 回 到 原来 的 出 发 
点 ? 这 个 问题 乍 看 起 来 
好 象 很 简单 ， 但 是 谁 也 
没有 做 到 ,因此 ,要 得 出 
一 个 明确 的 理想 的 答案 
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却 并 不 那么 容易 。 

这 个 问题 后 来 被 数学 家 欧 勒 知道 了 , 欧 勒 经 过 反复 思考 ， 
用 一 个 独特 的 方法 证 明了 这 个 问题 是 不 能 实现 的 。 欧 勤 把 这 
个 问题 化 做 这 样 一 个 数学 题 : 如 果 把 岛 记 作 4, 把 河 的 左岸 记 
作 上 B, 右岸 记 作 C, 上 游 两 条 支流 之 间 
的 陆地 记 作 孔 , (如 右 图 所 示 ) ,怎样 一 
笔画 出 如 右 图 组 成 的 七 条 线 组 成 的 
图 ? 网 惑 指出 ， 不 论 以 哪 一 点 作为 起 
点 ,以 哪 一 点 作为 终点 ,在 点 4、B、C、DD 中 至 少 有 两 个 点 是 中 
途 点 ,每 穿 过 一 次 这 样 的 点 ,就 要 画 一 条 进入 的 线 和 一 条 离开 
的 线 。 现 在 图 中 每 个 点 处 有 三 条 或 五 条 线 ( 每 个 点 叫 奇 点 )， 
所 以 总 要 留 下 一 条 线 没有 画 到 。 因 此 他 断言 要 从 一 点 出 发 而 
不 重复 地 走 这 七 座 桥 又 回 到 原 出 发 点 是 不 可 能 的 。 并 且 明 确 
指出 ， 在 出 发 点 和 终点 是 同一 点 的 情况 下 ,要 达到 上 述 目的 ， 
图 形 上 的 点 必须 都 是 偶 点 (每 个 点 都 有 惕 数 条 出 发 线 ) 才 可 以 。 

(=) 

在 拓扑 学 发 展 的 历史 中 ， 关 于 多 面体 的 殉 勒 定理 也 是 一 
个 著名 而 重要 的 问题 。 定 理 的 内 容 是 这 样 的 : 取 一 个 多 面体 ， 
设 了 玫 示 它 的 顶点 数目 , 也 表 示 楼 的 数目 , 了 表示 面 的 数目 ， 
那么 ,了 .了 .下 之 间 就 有 如 下 的 关系 ， 

F+V—E=2。 

根据 欢 勒 定理 又 可 以 证 明 这 样 一 个 有 趣 的 事实 ， 在 我 们 
的 生活 中 只 存在 五 种 正 多 面体 。 这 五 种 正 多 面体 是 正四 面 
体 、 正六 面体 , 正八 面体 、 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 。 下 面 的 
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图 就 是 这 五 种 正 多 面 居 。 


(三 ) 

著名 的 “四 色 问 题 " 也 是 和 拓扑 学 发 展 有 关 的 问题 。 所 亩 
四 色 问 题 ,就 是 在 平面 上 给 出 了 一 幅 地 图 ,如 果 它 上 面 的 每 一 
个 国家 都 用 一 定 的 颜料 染 了 色 ， 而 且 任何 两 个 相 邻 国家 染 的 
颜色 都 不 相同 ， 那 么 就 说 是 把 地 器 正 确 地 染色。 问题 是 每 
一 幅 地 图 最 少 要 用 几 种 颜色 才能 正确 地 染色 呢 ? 经 过 多 次 实 
践 , 人 们 发 现在 地 图 上 不 管 画 出 多 少 国家 ,也 不 管 这 些 国家 的 
靡 落 情 况 是 怎样 的 ， 我 们 都 可 以 用 四 种 不 同 的 颜料 正确 地 染 
上 色 。 直 到 现在 ， 还 没有 找到 一 幅 用 四 种 颜料 不 能 正确 染色 
的 地 图 。1850 年 , 数学 家 就 提出 “四 色 足 够 ” 的 猜想 。 但 是 ， 
这 个 问题 ， 要 从 数 学 上 加 以 证 明 却 很 不 容易 。 这 个 “四 色 猪 
想 ” 曾 被 一 些 著名 的 数学 家 轻视 , 认为 不 悄 于 去 证 明 。 但 是 ， 
一 百 多 年 来 , 谁 世 没有 能 够 给 出 证 明 。 因 此 “四 色 猜 想 ” 成 了 
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-一道 难题。 
1976 年 , 美国 两 位 数学 家 用 电子 计算 机 ,化 了 1200 个 小 
时 ,终于 证 明了 “四 色 问题 ”。 
上 上 面 这 几 个 例子 所 讲 的 都 是 一 些 有 关 凡 何 图 形 的 问题， 
而 这 些 几何 问题 又 和 已 经 研究 过 的 几何 学 不 同 ， 而 是 一 些 新 
的 几何 概念 。 人 们 常 把 上 面 这 些 例子 叫做 “ 拓 扩 学 ”的 先 声 。 


什么 是 拓扑 学 ? 
(一 ) 

拓扑 学 的 英文 名 是 Topoiogy, 直译 的 意思 是 地 志学 , 也 
就 是 和 研究 地 形 、 地 哆 相 类 似 的 有 关 学 科 。 我 国 早期 曾 翻译 成 
“形势 几何 学 ”"“ 连 续 用 何 学 "一 对 一 的 连续 变换 群 下 的 几 
何 学 ,但 是 ,这 几 种 译名 都 不 大 好 理解 ,有 的 又 很 长 ,1956 年 ， 
统一 的 < 数学 名 词 > 把 它 确定 成 拓 提 学 ,是 按 Topology 的 译音 
来 确定 的 。 

拓扑 学 是 几何 学 的 一 个 分 支 ， 但 是 这 种 几何 学 又 和 通 党 
的 “平面 几何 ”、“ 立 体 几何 ”不同 。 通 常 的 平面 几何 或 立体 几 
何 研究 的 对 象 是 点 , 线 . 面 之 间 的 相关 位 置 关系 以 及 它们 的 度 
量 性 质 。 拓 种 学 对 于 研究 对 象 的 长 短 、 大 小 、 面积 .体积 等 度 
量 性 质 和 数量 关系 部 无 关 。 - 

举例 来 说 ,在 通常 的 平面 几何 里 ,把 平面 上 的 一 个 图 形 搬 
到 另 一 个 图 形 上 ， 如 果 完 全 重合 ， 那 么 这 两 个 图 形 叫做 全 等 
形 ,也 就 是 说 ,通常 的 平面 几何 是 研究 在 运动 中 大 小 和 形状 玫 
不 变 的 学 科 。 但 是 ,在 拓扑 学 里 所 研究 的 图 形 , 夺 运 动 中 无 论 
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它 的 大 小 或 者 形状 都 发 生变 化 。 在 拓扑 学 里 没有 不 能 弯曲 的 
元 素 ,每 一 个 图 形 的 大 小 ,形状 都 可 以 改变 。 例 如 象 前 面 所 讲 
的 , 欧 勒 在 解决 哥 尼斯 堡 七 产 桥 问题 的 时 候 ,他 画 的 图 形 就 不 
考虑 它 的 大 小 ,形状 , 仅 考虑 点 和 线 的 个 数 。 这 些 就 是 拓扑 学 
思考 问题 的 出 发 点 。 


(=) 
在 拓扑 学 里 ， 几 何 图 形 是 怎样 变化 的 呢 ? 现在 我 们 设想 


把 一 个 图 画 在 一 块 橡皮 膜 上 ， 就 象 上 图 左边 的 (1) 图 那样 ,如 
果 把 这 块 橡皮 膜 拉 挤 ， 膜 上 的 网 就 可 能 变化 成 如 上 面 右边 的 
《2) (3) 两 个 图 那样 ， 贺 的 大 小 和 形状 都 和 左边 的 男 不 同 了 。 
但 是 不 管 志 祥 拉 卸 橡 皮膜 ,只 要 不 把 模 皮 膜 拉 断 、 折 裂 或 者 重 
到, 图 形 中 只 有 一 条 通路 4BCD4。 也 就 是 如 果 从 通道 上 任 
一 点 出 发 ,都 可 以 问 到 原 出 发 点 。 

根据 上 面 的 图 , 我 们 可 以 设想 ,如 果 在 一 块 橡皮 膜 上 画 一 
个 图 0, 然后 把 橡皮 膜 扭 亚 . 拉 卸 、 压 缩 ,但 是 不 要 折断 , 也 不 
要 重 番 , 这 时 候 圆 就 可 能 变 成 一 个 焉 焉 扭 起 的 图 形 王 。 男 O 
和 图 形 己 的 大 小 ,形状 都 不 相同 , 但 是 圆 O 上 的 每 一 个 点 都 变 
成 图 形 玉 上 的 一 个 点 ,不 会 一 个 点 变 成 两 个 点 ,也 不 会 两 个 点 
变 成 一 个 点 , 这 就 则 做 一 一 对 应 。 贺 O 上 两 个 非常 接近 的 点 
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4、.B，。 变 成 图 形 五 上 的 两 个 点 心 .Bt, 它 们 也 非常 接近 。 反 过 
来 ,图 形 已 上 任意 两 个 很 接近 前 点 ,原来 在 圆 0 上 也 很 接近 。 
这 种 性 质 叫做 双方 连续 变换 。 
(=) 

凡是 一 一 对 应 而 且 是 双方 连续 的 变换 就 叫做 拓扑 变换 。 
关于 双方 连续 变换 也 可 以 理解 成 在 变换 中 不 破坏 图 形 各 部 分 
的 “ 附 贴 ?关系 。 也 就 是 说 ,如 果 图 形 经 过 连续 变 所 后 “ 附 贴 
关系 没有 被 破坏 , 并 且 也 没有 增添 新 的 “ 附 贴 关 系 ,这 种 变换 
就 叫做 拓扑 变换 。 

举例 来 说 ,看 一 下 下 面 这 两 组 图 形 , 它们 各 是 一 个 闭合 曲 


UMD 一 
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线 , 经 过 拓扑 变换 后 , 由 于 变换 中 没有 破坏 它 的 “ 附 贴 ”关系 ， 


所 以 这 两 组 图 形 就 各 自 可 以 作为 拓扑 变换 而 相互 变换 。 
下 面 这 组 图 形 是 一 个 网 面 ,一 个 环 面 和 8 字形 的 曲线 ,这 
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种 图 形 的 变换 就 不 是 拓扑 变换 了 。 
拓扑 变换 有 些 什么 性 质 电 1 图 形 在 拓扑 变换 下 有 哪些 性 
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质保 持 不 变 呢 ? 这 就 是 拓扑 学 所 要 研究 的 内 容 。 也 就 是 说 ， 
拓扑 学 是 研究 几何 图 形 在 拓扑 变换 下 拓扑 不 变 人 性 和 不 变量 的 
学 科 。 拓 装 不 变性 和 不 变量 也 叫做 拓 扩 性 质 。 
拓扑 变换 的 性 质 
《一 ) 
拓扑 性 质 有 哪些 呢 ? 首先 我 们 介绍 拓扑 等 价 ， 这 是 比较 
容易 理解 的 一 个 拓扑 性 质 。 
在 拓扑 学 里 不 讨论 两 个 图 形 全 等 的 入 念 ， 但 是 讨论 拓扑 
等 价 的 概念 。 比 如 , 尽管 加 和 正方 形 、 三 角形 的 形状 、 大 小 不 
同 ,在 拓扑 变换 下 , 团 和 正方 形 . 三 角形 都 是 等 价 图 形 。 
在 一 个 球面 上 任 选 一 些 点 用 不 相交 的 线 把 它们 连 楼 起 
来 ,这 样 球面 就 被 这 些 线 分 成 许多 块 。 在 拓扑 变换 下 ,点 、 线 、 
块 的 数目 仍 和 原来 的 数 自 一 祥 , 这 就 是 拓扑 等 价 。 一 般 地 说 ， 
对 于 任意 形状 的 闭 曲 面 ,只 要 不 把 曲面 撕 裂 或 割 破 y 它 的 变换 
就 是 拓扑 变换 ,就 存在 拖拉 等 价 。 
应 该 指出 , 环 面 不 具有 这 个 性 质 ,比如 , 象 左 图 那样 ,把 环 
面 切 开 , 它 不 至 于 分 成 许多 块 ,只 
是 变 成 一 个 弯 则 的 圆 简 形 ， 对 于 
这 种 情况 ， 我 们 就 说 球面 不 能 拓 
扑 他 变 成 环 夯 。 所 以 球面 和 环 面 
在 拓扑 学 中 是 不 同 的 曲面 。 
(=2) 

直线 上 的 点 和 线 的 结合 关系 .顺序 关系 ,在 拓扑 变换 下 不 
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变 , 这 也 是 拓扑 性 质 。 

上 上 面 这 组 图 一 共有 三 对 ,分 上 中 下 闵 叙述。 拿 上 面 (了) 这 
对 来 说 , 如果 点 卫 是 1 线 上 的 一 点 ， 那 么 经 过 拓 扩 变换 后 ,了 
的 象 P' 仍 是 1 的 象 上 上 的 一 点 。 

中 间 (2) 这 对 图 说 明 , 如 果 4、,B、C 是 1 线 上 有 顾 序 的 三 
点 ,经 过 拓扑 变换 后 , 它们 的 象 4', B'、C' 在 1 上 仍 其 有 相册 
的 顺序 。 

下 面 (3) 这 对 图 表示 , 如 果 有 和 相交 于 品 点 ,经 过 拓 
扑 变 换 后 ,ls 和 的 象 i' 和 is' 仍 相交 于 DD 点 的 象 D'。 

在 拓扑 学 中 还 有 一 个 重要 概念 ， 就 
是 连通 的 概念 。 如 右 图 所 示 , P,Q 两 点 
是 区 域 W 中 的 任意 两 点 ,如 果 连 接 成 通 ， 
道 , 这 个 区 域 就 叫做 连通 域 。 

(三) 
在 拓扑 学 中 曲线 或 曲面 的 闭合 性 质 也 是 拓扑 性 质 。 俩 如 
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上 图 所 示 , 设 线段 的 点 的 集合 是 1 从 了 经 过 连续 变换 了 变 成 
曲线 (了) , 设 它 的 两 个 端点 1(0)= 了 ,f(1) 一 0, 这 条 曲线 就 叫 
做 P 和 的 通道 。 如 果 对 于 两 个 端点 0.1 经 过 变换 f 后 , 变 
成 1(0) = 了 (1), 就 叫做 闭 曲 线 。 

如 果 刀 是 平面 W 上 的 一 个 圆周 上 的 点 的 全 体 ( 如 下 图 所 
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示 ), 厂 把 平面 上 的 点 分 成 三 类 :一 类 在 刀 内 ,一 类 在 刀 上 ， 
一 类 在 呈 外 ;经 过 拉 、 挤 后 ,W 变 成 M', DD 变 成 平面 大" 上 的 
一 条 曲线 D'。D! 也 把 M' 上 的 点 分 成 三 类 ,一 类 在 D' 内 ,一 
类 在 D' 上 ,一 类 在 D' 外 。 并 且 在 妈 内 .上 ,外 的 点 经 拉 卸 后 
仍然 是 在 D' 内 ,上 ,外 的 点 。D 内 的 点 连 成 一 片 , DP! 内 的 点 
也 连 成 一 片 。 就 是 说 “内 “外 ”“ 连 成 一 片 " 等 关系 在 拓扑 变 
换 下 都 是 不 变 的 。 象 D' 一 类 的 曲线 叫做 平面 上 的 约 当 曲 线 。 

在 曲面 上 引 闭 曲线 ， 把 不 能 把 曲面 分 割 成 不 连结 的 部 分 
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的 最 大 数 叫 做 这 个 曲面 的 连通 阶 。 比 如 ,对 于 球面 来 说 ,连通 
阶 就 等 于 零 。 也 就 是 说 ， 任 何 闭 曲 线 在 球面 上 都 能 把 球面 分 
成 不 同 的 部 分 。 在 一 个 轮 环 面 上 可 以 找到 两 条 闲 曲线 ， 而 这 
两 条 闭 曲 线 又 没有 把 轮 环 面 分 成 两 部 分 ， 所 以 轮 环 面 的 连 遥 
阶 就 是 2 。 看 一 看 右边 这 
张 图 就 清楚 了 。 图 中 是 一 
个 有 两 个 洞 的 曲面 ， 也 就 
是 轮 环 面 ， 在 这 个 曲面 上 
可 以 引 两 条 不 相交 的 扬 晶 
线 和 4 和 B，4 和 B 并 没有 
分 家 曲 面 成 不 同 部 分 ,所 以 连通 阶 是 2。 
从 连通 阶 也 可 以 证 明 球面 和 轮 环 面 虽然 都 是 曲面 ， 但 是 
它们 属于 不 同 的 拓扑 构造 。 
上 面 所 讲 的 曲面 通常 是 指 有 两 个 面 的 曲面 ， 就 象 一 张 纸 
.有 两 个 面 一 样 。 但 是 有 的 曲面 却 只 有 一 个 曾 。 如 下 面 这 张 图 
2 


1 4 

Na 

2 

C3) 


C1) ; C02) 


1 
9 
下 示 的 那样 , 把 左边 C1) 这 个 面 扭转 一 下 , 让 标 有 1,2 的 一 映 


对 应 于 标 有 4,3 的 一 端 ， 象 中 间 (2) 图 那样 ， 把 它 粘 合 起 米 ， 
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就 得 到 右边 (9 图。 右边 的 曲面 就 只 有 一个 面 ,叫做 竟 比 乌 斯 
( 锅 国 数学 家 ，1790-1868) 曲面。 这 种 曲面 就 不 能 区 分 两 耐 。 
比如 ， 我 们 就 不 驳 用 不 同 的 颜色 来 涂 满 两 个 侧面。 做 一 个 有 
超 的 实验 就 可 以 看 出 这 种 归 面 只 有 
(EA 一 个 面 。 左 图 中 的 曲面 有 一 条 中 
必 二 2 入 . 溢 关 这 条 由 并 反 行 ,只 点 开始 
运行 一 图 ,虽然 没有 经 过 它 的 边界 ， 
但 是 运行 -- 轿 后 , 回 到 的 地 方 已 经 不 是 原 米 册 发 的 那 一 面 了 。 
这 种 曲面 的 “ 表 "里 * 无 从 分 别 ,只 有 一 面 ,因此 叫做 单 面 此 面 。 
人 汪 
在 括 扑 学 中 ,关于 前 而 的 定向 也 是 一 个 拓扑 的 不 变性 质 ， 
也 恋 是 说 可 定向 的 哟 面 不 能 等 价 于 不 可 定向 的 曲面 。 
拓扑 变换 的 不 变性 很 多 ， 这 里 外 再 介绍 子 。 现 在 我 们 吃 
谈 拓扑 变 换 的 不 变量 。 
前 面 我 们 曾经 提 到 多 面体 的 一 个 重要 性 质 ， 就 是 吏 勒 定 


理 
F+y—BE=2。 

这 个 公式 是 拓扑 学 中 一 个 普 这 适用 的 众 式 。 这 个 公式 只 是 涉 
及 到 多 面体 的 而、 顶点, 棱 的 数目 , 并 不 涉及 到 楼 的 长 度 和 面 
的 大 小 。 本 

公式 中 的 三 个 量 F.F 和 如 虽然 不 是 同类 重 ,但 是 运算 结 
果 雹 恒 等 于 一 个 常量 2。 这 个 数 在 折 外 学 中 叫做 欧 勤 示 性 
数 。 

欧 勒 示 性 数 就 是 拓扑 变换 的 不 变量 。 
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例如 不 论 怎样 分 割 一 球面 ， 风 勒 
示 性 数 不 变 。 如 图 ， 把 一 个 球 芹 分 成 
四 个 不 同 的 三 角形 4BC,、 4BD、ACD、 
BCD。 这样， 就 有 六 条 不 同 的 边 48、 
BC.CD、4C、4D、8D, 有 四 个 不 同 的 Na 
顶点 4, B,C、 DD 所 以 FF=4y 二 4 
E=6, 所 以 F+V 一 E=2。 


《五 》 

疯 胚 也 是 拓扑 学 中 的 一 个 重要 概念 。 什 么 电 辣 古 妮 ? 如 
果 一 个 映射 了 是 拓扑 歌 射 ， 那 么 集合 对 和 它 的 象 藉 邮 ) 就 叫 
做 同 征 。 

寻求 判定 拓扑 空间 到 和 六 是 否 是 同 胜 的 一 般 方法 ,也 是 
拓扑 学 的 重要 内 容 。 当 拓扑 空间 M 和 M' 同 胚 的 时 候 ， 如 果 
了 H 连通 ,那么 MM' 也 连通 。 

同性 的 拓扑 空间 连通 性 一 定 成 立 的 性 质 也 是 拓扑 的 不 变 
性 。 


拓扑 学 的 发 展 


(—) 
拓扑 学 建立 以 后 ,由 于 其 他 数学 学 科 的 发 展 需 要 , 它 也 得 
到 了 迅速 的 发 展 。 特 别 是 黎 受 创立 有 歼 曼 几 何以 后 ， 他 把 拓 扑 
学 概念 作为 分 析 函 数论 的 基础 ,更 加 促进 了 拓扑 学 的 进展 。 
二 十 世纪 以 来 ,集合 论 被 引进 了 拓扑 学 ,为 拓扑 学 开拓 了 
新 的 面 谣 。 拓 站 学 的 王 究 就 变 成 了 关于 任意 点 集 的 对 应 的 概 
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念 。 拓 扑 学 中 一 些 需 要 精确 化 描述 的 问题 都 可 以 应 用 集合 论 
来 论述 。 

久 为 大 量 自然 现象 具有 连续 性 ， 所 以 拓扑 学 具有 广泛 联 
系 各 种 实际 事物 的 可 能 性 。 通 过 拓扑 学 的 研究 ， 可 以 阅 明 空 
间 的 几何 结构 ， 从 而 掌握 空间 之 向 的 函数 关系 。 本 世纪 三 十 
年 代 以 后 ,数学 家 对 拓 半 学 的 研究 更 加 深入 ,提出 了 许多 全 新 
的 概念 。 比 如 ,一 致 性 结构 械 念 ,抽象 距 概 念 和 近似 空间 概念 
等 等 。 有 一 门 数 学 分 支 叫 做 微分 几何 ,后 面 将 要 介绍 ,这 门 学 
科 是 用 微分 工具 来 研究 曲线 ,曲面 等 在 一 点 附近 的 次 曲 情况 : 
而 拓 # 扑 学 是 研究 曲面 的 全 局 联系 的 情况 ,因此 ,这 两 门 学 科 应 
当 存 在 某 种 本 质 的 联系 。1945 年 , 美 籍 中 国 数学 家 陈省身 
(1911-) 建 立 了 代数 拓 站 和 微分 几何 的 联系 ,并 推进 了 整体 几 
何 学 的 发 展 。 

(=) 

拓扑 学 发 展 到 今天 ， 在 理论 上 已 经 十 分 明显 地 分 成 了 两 
个 分 支 。 一 个 分 支 是 偏重 于 下 分 析 方 法 来 研究 的 ， 叫 做 点 集 
拓扑 学 ,或 者 叫做 分 析 拓扑 学 。 一 个 分 支 是 偏重 于 用 代数 方 
法 来 研究 的 ,叫做 代数 拓扑 学 。 

现在 ,这 两 个 分 支 双 有 统 -的 趋势 。 

拓扑 学 在 泛 函 分 析 、 李 群 论 , 微分 几何 、 微分 方程 和 其 他 
许多 数学 分 支 中 都 有 广泛 的 应 用 。 
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十 四 “微分 几何 学 


《一 ) 

我 们 已 经 研究 了 各 称 各 样 的 几何 学 ， 它 们 之 间 有 一 些 是 
研究 的 对 象 不 同 , 有 一 些 是 研究 的 工具 不 同 。 比 如 , 殉 氏 几何 
研究 的 工具 是 综合 法 ,解析 几何 研究 的 工具 是 解析 法 。 由 于 
数学 分 析 理 论 的 产生 ， 数 学 家 又 用 这 种 理论 和 方法 去 研究 几 
何 学 ,促使 一 门 新 的 几何 学 的 产生 ,这 就 是 微分 几何 学 。 

微分 几何 学 就 是 运用 数学 分 析 的 理论 研究 曲线 (或 曲面 7 
在 它 一 点 邻 域 的 性 质 , 换 句 话说 ,微分 几何 是 研究 一 般 的 曲线 
和 一 般 的 曲面 “小 范围 "上 的 性 质 的 。 

《二 ) 

微分 几何 学 的 产生 和 发 展 是 和 数学 分 析 密 切 相连 的 。 十 
八 世纪 初 ,法 国 数学 家 蒙 日 (1746-~1810) 首 先 把 微 积分 应 用 到 
曲线 和 了 曲面 的 研究 中 去 ， 并 于 1809 年 出 版 了 季 的 《分 析 在 几 
向 学 上 的 应 用 ?一 书 , 这 是 微分 玫 何 学 最 早 的 一 本 著作 。 

1827 年 , 高 斯 发 表 了 “关于 曲面 的 一 般 研 究 > 的 著作 , 他 
的 理论 英 定 了 近代 形式 曲面 论 的 基础 。 
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随后 ， 由 于 黎 曼 几何 学 的 发 展 和 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 
建立 ， 微 分 几何 学 在 黎 达 几何 学 和 广义 相对 论 中 得 到 了 广泛 
的 应 用 ,你 渐 在 数学 中 成 为 独 具 特 点 ,应 用 广泛 的 独立 学 科 。 

本 世纪 以 来 ,由 于 力学 .微分 方程 和 理论 物理 等 学 科 的 发 
展 的 需要 ,更 进一步 促进 了 微分 几何 学 的 发 展 。 


惩 分 儿 何 学 的 基本 概念 
(一 ) 
微分 几何 学 以 光滑 曲线 (曲面) 作为 研究 对 象 , 所 以 整个 
微分 几何 学 是 由 井 钱 的 弧 线 长 、 曲 线 上 一 点 的 切线 等 概念 展 
开 的 。 首 先 应 当 明 销 的 是 ,什么 叫 
+4D 做 曲线 上 一 点 的 切线 呢 1 看 一 看 左 
图 所 示 就 明白 了 。 曲 线 上 的 点 x(1) 
的 切线 是 连接 点 x( 乡 和 它 的 无 限 接 
近 的 点 x(t+4i) 的 割 线 ， 当 4i>0 
的 时 候 所 处 的 极限 位 置 的 直线 。 
在 微分 几何 里 已 经 证 明 ， 切线 是 在 点 x() 处 最 贴近 曲线 
的 直线 。 同 样 、 通 过 曲线 C 上 一 点 x(1) 和 它 充分 靠近 的 点 
z(t+ 4D x+doD， 当 4 4 独立 地 趋 近 零 的 时 候 , 把 这 
个 极限 位 置 的 平面 叫做 在 点 x( 世 处 
曲线 上 的 密切 平面 。 在 点 x( 力 处 最 
贴近 的 平面 是 在 这 一 点 的 密切 平 
面 。 


ry xD 


如 右 图 所 标明 的 ， 在 点 x() 处 切线 
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的 密切 平面 上 , 通过 x(1) 并 且 委 直 于 切线 的 直线 叫做 在 x( 人 ) 
点 的 糊 线 的 主 法 线 ， 通 过 x() 并 且 焉 直 王 密切 平 卫 的 直线 叫 
做 副 法 统 。 

昭然 微分 几何 是 研究 一 般 曲 线 和 一 般 曲 而 的 有 关 人 性 质 ， 
如 平面 上 曲线 在 一 点 的 曲率 和 空间 的 曲线 在 一 点 的 曲率 就 是 
微分 几何 中 的 重要 讨论 内 容 。 什 么 串 曲 线 在 一 点 的 曲率 昵 ? 
井 线 上 两 点 好 和 名 的 切线 正 向 的 光 角 3 和 弧 长 了 zG 的 比 ， 当 
@ 趋 于 M 的 极限 ,也 就 是 


lim 2 
On 并 人 


就 叫 作 曲线 在 点 于 的 曲率 。 

一 般 来 说 ,一 条 曲线 上 的 曲率 不 一 定 每 点 相等 ,如 时 要 计 
算 每 一 点 的 曲率 就 要 用 微分 的 方法 。 

在 曲面 上 有 钠 个 重要 概念 ， 就 是 曲面 上 的 距离 和 角 。 比 
恕 ,在 曲面 上 由 一 点 到 另 一 点 的 路 径 是 无 数 的 ,但 这 两 点 间 最 
短 的 路 径 只 有 一 条 ， 叫 做 从 一 点 到 另 一 点 的 测 地 线 。 如 确定 
在 形 如 粮 球 似 的 地 球 上 由 一 点 到 另 一 点 的 最 短路 线 就 是 一 个 
重要 问题 。 

在 微分 开 柯 里 ， 训 讨论 怎样 判定 曲面 上 一 条 曲线 是 这 个 
曲面 的 一 条 测 地 线 ， 还 要 讨论 测 地 线 的 性 质 等 。 讨 论 曲 面 在 
每 一 点 的 曲率 也 是 微分 几何 的 重要 内 容 。 

(=) : 

在 微分 几何 中 ,为 了 讨论 曲线 土 每 一 点 邻 域 的 人 性质, 常常 

用 所 调 “ 活 动 标 形 的 方法 ”。 什 么 叫做 “活动 标 形 * 呢 ? 我 们 再 
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看 一 看 第 162 页 右 下 角 的 图 ,把 曲线 C 上 一 点 *(/) 取 作 原点 ， 

把 在 这 一 点 最 贴近 曲线 C 的 切线 作为 第 一 轴 ， 把 主 法 线 作 

为 第 二 轴 ， 第 三 轴 是 副 法 线 。 并 且 规定 刀 、 如 ,6 所 指定 的 广 

上 向 分 别 作为 切线 , 主 法 线 , 副 法 

线 的 正 向 (如 左 图 所 示 )。 把 这 

样 的 图 形 叫 散 曲线 C 的 活动 标 

形 。 对 曲线 上 各 点 邻 城 性 质 的 

5 4。 研究 ， 就 是 通过 在 各 点 使 用 活 

动 标 形 , 酝 着 曲线 参数 ! 的 变 

化 而 得 到 一 系列 的 标 形 ， 把 这 些 标 形 总 括 在 一 起 作为 考察 对 
象 。 这 就 是 微分 几何 里 研 究 曲 线 的 一 个 重要 方法 。 

在 答 分 几何 中 ,对 任意 槛 线 的 “小 亏 围 "性 质 的 研究 ,还 可 
以 用 拓扑 变换 把 这 条 曲线 “转化 ”成 对 初等 曲线 的 研究 。 

那么 ,什么 叫做 初等 曲线 多? 空间 里 的 点 集 7， 假 说 它 是 
一 个 开 的 直线 段 ， 把 它 到 空间 的 拓扑 变换 下 的 象 叫做 初等 曲 
线 。 

为 什么 对 任意 曲线 的 研究 经 过 拓扑 变换 总 可 以 转化 成 对 
一 个 初等 曲线 的 研究 呢 ? 

首先 ,对 于 集合 上 中 的 每 一 个 点 有 一 个 邻 域 , 集合 术 到 
空间 如 果 存 在 一 个 拓扑 变换 f, 我 们 就 把 变换 叫做 是 局 部 拓 
站 的 。 

各 果 一 般 曲 线 是 简单 曲线 C( 空 间 里 的 点 集 C 如 时 是 连 
适 的 ,并 且 对 其 中 的 每 一 个 点 * 有 这 样 一 个 邻 城 ,使 C 在 这 
个 邻 域 里 的 一 部 分 是 初等 曲线 ， 就 把 曲线 C 叫 做 简单 的 曲 
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线 ) ,5 是 通过 局 部 拓扑 变换 /到 空间 中 的 象 ,那么 , 曲线 5 上 
的 点 的 任 一 个 邻 城 在 变换 下 的 对 象 ,就 叫做 曲线 C 上 的 点 
f(x) 的 邻 域 。 因 为 在 点 * 的 充分 小 的 邻 域 里 ,变换 了 是 拓扑 
的 ， 所 以 曲线 C 上 的 点 f(x) 有 一 个 是 初等 曲线 的 邻 域 。 这 
样 ,对 于 任意 曲线 的 “小 范围 ”的 性 质 的 研究 ,都 可 以 转化 成 对 
初等 曲线 来 研究 。 同 样 ， 对 于 任何 曲面 的 “小 范围 ”性质 的 研 
究 , 也 都 可 以 转化 成 对 初等 曲面 来 研究 。 

在 微分 几何 中 ,由 于 运用 数学 分 析 的 理论 ,因此 就 可 以 在 
无 限 小 的 范围 内 路 去 高 阶 无 穷 小 ， 一 些 复杂 的 依赖 关系 可 以 
变 戌 线性 的 ,不 均匀 的 过 程 世 可 以 变 成 均匀 的 ,这 些 都 是 微分 
几何 特有 的 研究 方法 。 


微分 几何 学 的 应 用 简介 
(—) 
近代 馈 于 对 高 维 空间 的 微分 几何 和 对 曲线 、 有 曲面 整 体 性 
质 的 研究 ,使 微分 几何 学 同 黎明 几何 学 ,拓扑 学 、 变 分 学 . 李 群 
论 等 有 了 密切 的 关系 ,这 些 数 学 部 门 和 微分 几何 互相 渗透 ,已 
成 为 现代 数学 的 中 心 问 题 之 一 。 
微分 几何 学 在 力学 和 一 些 工 程 技术 问题 方面 得 到 了 广泛 
的 应 用 , 比如 , 在 弹性 薄 党 结构 方面 , 在 机 被 的 齿轮 咕 合 理论 
应 用 方面 ,都 充分 应 用 了 微分 几何 学 的 理论 。 
(二 ) 
这 里 我 们 简单 介绍 微分 几何 学 在 齿 辊 吵 合 理论 中 的 应 
用 。 


在 微分 几何 里 ,讨论 象 上 面 左边 的 图 表示 的 曲线 Co。 和 C， 
使 曲线 Cv 在 曲线 C 上 无 滑 走 地 转动 , 辐 定 在 Ce 的 曲线 1 和 
固定 在 C 的 曲线 P 相 切 而 转动 。 这 时 候 , Fo 了 可 以 分 别 看 作 
是 两 条 则 线 在 转动 时 各 瞬间 的 切 点 所 画 成 的 伴随 曲线 。 可 
以 证 明 和 了 在 切 点 的 共同 切线 垂直 于 Co、C 的 切 点 眼 Po、 
了 的 切 点 的 连 线 。 

这 个 问题 的 特殊 情况 就 是 把 曲线 Co、C 作 为 名 。 上 而 讲 的 
性质 就 成 为 齿轮 机 合 理论 。 如 上 面 右边 的 峡 所 示 , 齿 轮 的 齿 廓 
-曲线 有 一 条 叫做 节 贺 的 固定 曲线 ( 贺 )， 如 果 两 个 齿轮 互相 喘 
合 而 旋转 ， 这 些 节 阳 中 的 一 个 在 其 他 一 个 上 无 滑动 地 转动 的 
时 候 , 郑 么 ,固定 在 这 些 节 贺 的 曲线 就 经 党 保持 相 切 的 状态 。 
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十 五 ”代数 几何 学 


几何 空间 


(一 ) 

空间 的 概念 对 我 们 来 说 是 熟悉 的 。 我 们 生活 的 空间 是 包 
含 在 上 下 ,前 后 .左右 之 中 的 。 如 果 需 要 描述 我 们 所 处 的 空间 
中 的 某 一 个 位 置 , 就 需要 用 三 个 方向 来 表示 ,这 个 意 恩 也 就 是 
说 空间 是 “三 维 ? 的 。 

在 数学 中 经 常用 到 “空间 ?这 个 概念 , 它 指 的 范围 很 广 ,一 
般 地 是 沸 某 种 对 象 (现象 .状况 、 图 形 ,函数 等 ) 的 任何 集合, 只 
要 其 中 说 明了 “距离 ?或 “ 邻 域 ?的 概 合 就 可 以 了 。 所 调 “ 维 "的 
概念 ,如 果 我 们 所 谈 到 的 只 是 简单 的 几何 图 形 ,如 点 、 线 \ 三 角 
形 和 多 边 形 ,那么 ,理解 维 的 概念 并 不 困难 ;一 点 的 维度 是 零 ， 
一 条 线段 的 维度 是 1 ;一 个 三 角形 的 面 的 维度 是 2 ;一 个 立方 
体内 所 有 点 的 集合 是 三 维 的 。 

如 果 把 维度 的 概念 扩充 到 任意 点 集合 上 去 的 时候， 维 的 
概念 就 不 那么 容易 理解 了 。 比 如 。 什 么 是 下 维 空间 也? 关于 
四 维 空间 ,我 国 古代 有 一 些 说 法 是 很 有 意思 的 ,最 典型 的 就 是 
对 于 “宇宙 ”两 字 的 解释 , 古人 的 说 法 是 * 册 方 上 下 日 字 , 往 二 

167 


来 今日 宙 ”, 用 现在 的 话 来 说 就 是 , 字 是 东西 南北 上 下 ,表示 三 
维 扩展 的 空间 窗 是 指 从 十 到 今 延 续 不 断 的 时 间 。 四 维 空间 
和 三 维 空间 不 同 的 地方， 就 是 可 以 把 时 间 当 作 和 三 个 空间 坐 
标 并 列 的 第 四 个 坐标 。 

爱 因 斯 组 认为 每 一 瞬间 三 维 空间 中 的 所 有 实物 在 占有 一 
定 的 位 置 就 是 四 维 的 。 比 如 ， 我 们 住 的 房屋 就 是 由 长 度 、 宽 
瘘 .高度 和 时 间 制 约 的 。 所 谓 时 间 制 约 ,就 是 从 盖 房 的 时 候 算 
起 ,直到 最 后 房子 倒 翰 为 止 。 另 外 ,球体 也 可 以 看 作 是 四 维 空 
间 里 的 点 ,因为 球体 由 四 个 条 件 决定 它 的 位 置 和 大 小 ,就 是 球 
心 的 三 个 坐标 和 半径 。 一 般 来 说 ,我 们 可 以 用 实数 (t 纪 zs 时 
作为 四 维 空间 上 的 点 的 爸 标 。 

{=) 

根据 上 面 的 说 法 ， 几 何 学 和 其 他 学 科研 究 的 ” 维 空间 的 
概念 , 就 可 以 理解 成 由 空间 的 点 的 # 个 举 标 2 2a sr 决 
定 。 这 个 空间 的 图 形 就 定义 成 满足 这 个 或 那个 条 件 的 点 的 轨 
迹 。 比 如 ,“n 维 立 方 体 ?就 定义 成 坐标 满足 不 等 式 
AAA (12 人 
点 的 轨迹 。# 维 球体 ”就 定义 成 和 已 知 点 不 大 于 已 知 数 玉 的 
点 的 集合 ,可 用 解析 式 崩 示 成 
(xz 一 1)2 十 十 (xm 一 Co)a<c RY 
这 里 w…as 是 球 心 的 坐标 。 ， 

一 般 来 说 , 某 个 图 形 由 # 个 条 件 给 出 ,那么 这 个 图 带 就 是 
某 个 二 维 空间 的 点 。 至 于 这 个 图 形 到 廊 是 什么 形象 ， 我 们 想 
象 不 出 来 ,这 是 无 关 紧要 的 。 
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几何 学 中 的 “ 维 "的 概念 , 实际 上 就 是 构成 空间 的 基本 元 
素 , 也 就 是 点 的 活动 的 自由 度 ,或 者 说 是 点 的 坐标 。 所 谓 + 维 
空间 ， 经 常 是 用 来 表示 超出 通常 的 几何 直观 范围 的 数学 概念 
的 一 种 几何 语言 。 

(z=) 

从 上 面 的 介绍 也 可 以 看 出 ， 几 何 中 的 元 素 可 用 代数 中 的 
实数 来 宪 示 ,比如 ,实数 *、 有 序 实数 对 (x, 幻 或 实数 (zz 
就 可 以 分 别 表示 几何 中 直线 上 、 平 面 或 空间 内 的 点 。 把 所 有 
满足 线性 方程 

L{x,y)—=axrtbyt+c= 0 (asb,c 是 常数 ) 
的 所 有 有 序 实数 对 x,y 的 集合 ,代表 一 条 直线 。 

对 于 代数 问题 如 果 通 过 几何 的 语言 给 予 直观 的 描述 ， 有 
时 人 收 可 以 给 代数 问题 提示 适当 的 解法 。 比 如 ， 如 果 要 解 下 列 
关于 x,g、z 的 三 元 一 次 联 立 方程 式 

Flxyys2)—=axt+by+czt+d=0, 
eend esrb cate, . 
L(xsy92) —artx+ byt er z+ d= 0 
首先 ,我 们 把 F= 0 , G= 0 ,L= 0 看 作 三 维 空间 上 的 三 个 平 
面 , 于 是 解 上 述 联 立 方程 式 的 问题 ,从 几何 的 角度 看 就 变 成 求 
三 平面 的 交点 问题 了 。 推 广 起 来 ,一 般 地 , 解 下 列 联 立 方程 式 
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的 代数 问题 , 如 果 用 几何 语言 来 叙述 就 变 成 为 求 # 个 平面 
五 二 0 ,Ls= 0 ,…,Ln 一 0 的 交点 问题 了 。 


代数 几何 学 


(—) 

用 代数 的 方法 研究 几何 , 继 解 析 几 何 之 后 ,又 发 展 成 几何 
学 的 另 一 个 分 支 ,这 就 是 代数 几何 学 。 

代数 几何 学 这 门 学 科研 究 的 对 象 是 平面 的 代数 曲线 ， 空 
则 代数 曲线 和 代数 曲面 。 

代数 几何 学 的 兴起 ， 主 要 是 出 于 求解 一 般 的 多 项 式 方程 
组 ,开展 了 由 这 种 方程 组 的 解答 所 构成 的 空间 , 也 就 是 所 谓 代 
数 艇 的 研究 。 解 析 九 何 学 的 出 发 点 是 引进 了 坐标 系 来 表示 点 
的 位 置 ,同样 ,对 于 任何 一 种 代数 伐 也 可 以 引进 坐标 , 因此 , 坐 
标 法 就 成 为 研究 代数 几何 学 的 一 个 有 力 的 工具 。 

一 艇 代数 几何 学 的 系统 结构 大 约 是 在 十 九 世 纪 末 和 二 十 
世纪 初 建立 的 ,但 是 ,只 是 在 这 门 学 科 中 采用 了 拓扑 和 近世 代 
数 方法 之 后 , 才 有 了 重大 的 进步 。 

(=) 

代数 几何 学 更 一 般 地 是 研究 4 维 空间 中 的 代数 流 型 ， 代 
数 流 型 是 代数 几何 学 中 的 基本 概念 ， 下 面 我 们 简要 地 介绍 一 
下 。 

在 引入 管 卡 儿 坐标 系 后 ,用 方程 

F(x,)=0 
表示 的 曲线 叫做 平面 代数 则 线 。 在 这 个 方程 中 ,， F(x,y) 是 x 
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和 3 的 多 项 式 。 比 如 ,直线 和 圆锥 曲线 就 是 代数 曲线 ,而 正弦 
曲线 就 不 是 代数 曲线 。 
和 上 面 所 讲 的 相 类 似 , 在 三 维 空间 中 用 方程 
F(x,g,x)= 0 
表示 的 上 曲线 , 叫 微 代数 曲面 。 用 方程 组 
{a0 
Gx,y,2)=0 
表示 的 曲线 ,叫做 空间 代数 曲线 。 其 中 ， 
F(x,y,z) 和 G(x,y:z2) 
都 是 x.y,z 的 多 项 式 。 
凡是 它 的 些 标 是 下 列 方程 组 
一 0， 
xm 一 0， 


Fi(xi Ys," 
Fa(x1, a、 


Fux tao) 一 个 
的 解 的 点 的 集合 ,就 叫做 代数 流 型 。 其 中 ， 
F(x Xa Xn), Pa x1 Xa Ce) 

都 是 未 知 量 x41、…、x, 的 多 项 式 。 

前 面 所 讲 的 平面 和 空间 代数 曲线 和 代数 曲面 都 是 维 空 
间 内 代数 流 型 的 特殊 情况 。 

(三 ) 

可 以 认为 代数 几何 学 和 一 般 的 多 项 式 方程 组 的 解 所 构成 
的 空间 ,和 对 所 谓 代数 簇 的 研究 是 一 致 的 。 

在 代数 几何 中 要 证 明 的 定理 多 半 是 纯 几 何 的 ， 在 论证 中 
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虽然 使 用 笃 标 法 ， 但 是 采用 的 坐标 多 建立 在 射影 坐标 系 的 基 
础 上 。 

在 解析 几何 中 ,主要 是 研究 一 次 曲线 和 井 面 .二 次 曲线 和 
曲面 。 而 在 代数 几何 学 中 主要 是 研究 三 次 、 四 次 的 曲线 和 曲 
面 以 及 它 的 分 类 ， 继 而 过 访 到 研究 任意 的 代数 流 型 。 不 过 在 
代数 及 何 中 通常 是 从 复数 空间 的 射影 几何 概念 开始 ， 就 是 把 
无 穷 远 点 和 具有 复学 标的 点 都 包括 在 研究 的 范围 之 内 。 
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十 六 常 微分 方程 


关于 微分 方程 的 概念 
(一 ) 

方程 对 于 学 过 中 学 数学 的 人 来 说 是 比较 热 悉 的 ， 在 初等 
教学 中 就 有 各 种 各 样 的 方程 ,比如 ,有 线性 方程 二 次 方程 ,高 
次 方程 ,指数 方程 、 对 数 方程 、 三 角 方 程 和 方程 组 等 等 。 这 些 
方程 都 是 把 要 研究 的 问题 中 的 已 知 数 和 未 知 数 之 间 的 美 系 找 
出 来 ， 列 出 包含 某 个 未 知 数 或 几 个 未 知 数 的 一 个 或 者 多 个 方 
程式 ,然后 去 求 方程 的 解 。 

但 是 ,在 实际 工作 中 ,常常 出 现 一 些 特点 和 以 上 方程 完全 
不 同 的 问题 。 比 如 : 

物质 在 一 定 条 件 下 运动 变化 ,要 寻求 它 的 运动 ,变化 的 规 
律 ; 

某 个 物体 在 重力 作用 下 自由 下 沙 ， 要 二 求 下 落 距 离 随时 
闻 变 化 的 规律 4 

火箭 在 发 动机 推动 下 在 空间 飞行 ， 要 导 求 它 飞 行 的 轨道 
(在 空间 中 的 一 条 曲线 ), 等 等 。 

物质 运动 和 它 的 变化 规律 在 数学 上 是 用 函数 关系 来 描述 
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的 ,因此 ,这 类 问题 就 是 要 去 寻求 满足 某 此 条 件 的 一 个 或 者 几 
个 未 知 的 函数 。 也 就 是 说 ， 凡 是 这 类 问题 都 不 是 简单 地 去 求 
一 个 或 者 几 个 固定 不 变 的 数值 ， 而 是 要 求 一 个 或 者 几 个 未 知 
的 函数 。 

解 这 类 问题 的 基本 思想 和 初等 数学 解 方程 的 基本 思想 很 
相似 ， 也 是 要 把 所 研究 的 问题 中 已 知 函数 和 未 知 函数 之 间 的 
关系 找 出 来 ， 从 列 出 包含 未 知 函 数 的 一 个 或 者 几 个 方程 中 
去 求 得 未 知 函数 的 表达 式 。 但 是 无 论 在 方程 的 形式 、 求 解 的 
具体 方法 . 求 出 解 的 性 质 等 方面 ,都 和 初等 数学 中 的 解 方程 有 
许多 不 同 的 地 方 。 

在 数学 上 , 解 这 类 方程 , 还 要 用 到 微分 和 导数 的 知识 , 因 
了 此， 凡是 表示 未 知 函数 和 未 知 函 孝 的 导数 以 及 自 变量 之 间 的 
关系 的 方程 ,叫做 微分 方程。 

(=) 

微分 方程 差不多 是 和 微 积分 同时 先后 产生 的 ， 苏 格 兰 数 
学 家 耐 普尔 (1550-1617) 创 立 对 数 的 时 候 , 就 已 求 由 微分 方程 
2 凡 -y 的 近似 解 了 。 牛 额 也 在 建立 微 积 分 学 的 同时 ， 
对 服 简单 的 微分 方程 用 级 数 来 求解 。 后 来 瑞士 数学 家 雅 科 
布 ， 贝 努 利 、 欧 勤 、 法 国 数 学 家 克 雷 洛 (1713-1765)、 达 兰 呐 
尔 、 拉 格 朗 日 等 人 又 不 断 地 研究 和 丰富 了 微分 方程 的 理论 。 

牛顿 研究 天 体力 学 和 机 械 力学 的 时 候 ， 利 用 了 微分 方程 
这 个 工具 。 正 是 他 研究 天 体 运动 的 微分 方程 ， 从 理论 上 得 
到 行星 运动 规律 。 后 来 .法国 天 文学 家 勒 维 烈 (1811-1877) 和 
英国 天 文学 家 亚当 斯 (1819-1892) 使 用 微分 方程 各 自 计 算出 
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那 时 尚未 发 现 的 海王 星 的 位 置 。 这 些 都 使 数学 家 愈益 深信 微 
分 方程 在 认识 自然 改造 自然 方面 的 巨大 力量 。 

微分 方程 的 理论 未 步 完善 的 时 伐 ， 利 用 它 就 可 以 精确 地 
表述 事物 变化 所 遵循 的 基本 规律 ,只 要 列 出 相应 的 微分 方程 ， 
有 了 解 (数值 地 或 者 定性 地 ) 方程 的 方法 , 就 可 以 把 这 种 或 那 
种 运动 应 该 如 何 处 置 提供 了 办 法 。 微 分 方程 也 就 成 了 最 有 生 
命 力 的 数学 分 支 之 一 。 


常 微分 方程 的 内 容 


(一 ) 

我 们 已 经 知道 微分 方程 的 概念 了 ， 本 章 要 介绍 的 是 常生 
分 方程 。 

那么 什么 是 常 微分 方程 呢 ? 如 果 在 一 个 微分 方程 中 出 现 
的 未知 函数 只 含 一 个 自 变 量 ,这 个 方程 就 叫做 党 微分 方程 ,也 
可 以 简单 地 叫做 微分 方程 。 

微分 方程 的 一 般 形式 是 

《8 一 0。 

在 这 个 方程 中 ,* 是 自 变量 , 是 xz 的 未 知 函 数 , y 一 碎 x) ,而 
#9" 依次 是 肖 数 y=y(x) 对 x* 的 一 阶 ,…、n 阶 导数 。 在 
方程 中 出 现 的 各 阶 导 数 中 最 高 的 阶 数 蔬 做 微分 方程 的 阶 。 比 
如 微分 方程 


day 


pz 是 二 阶 的 ， 


dd 
30 -入 一 2x= 0 是 一 阶 的 。 


(2) 
关于 常 微分 方程 的 一 些 基 本 概念 ， 这 里 举例 加 以 说 明 。 
比如 ， 
求 在 点 .x 处 的 切线 斜率 都 等 于 巴 知 函 数 2x 的 函数 。 
假设 未 知 函 数 是 y 一 f(x)， 在 点 * 处 的 切线 的 斜率 是 


名, 于 是 y=f() 所 应 满足 的 微分 方程 是 


因为 它 含有 一 阶 的 导数 - 昏 -， 所 以 这 个 方程 就 是 一 阶 微分 广 
程 。 我 们 由 


dy=2xdx, 
两 端 积分 变 成 
f= 2aax, 
得 y=+e 


就 是 所 要 求 的 函数 。 其 中 。 是 任意 常数 , 它 起 着 参数 作用 。 函 
数 
3 一 29+c 
表示 这 个 一 阶 微分 方程 的 通 解 ， 它 的 几 
何 意义 就 象 左 图 所 示 的 那样 是 单 参 数 的 
曲线 族 。 
_- x 曲线 族 中 任意 一 条 曲线 是 这 个 微分 
方程 的 积分 曲线 ， 因 为 它 在 点 * 处 的 切 
线 斜率 都 等 于 已 知 函 数 2x, 可 见 它 的 
176 


七 了 


解 不 只 是 一 个 或 几 个 ， 而 是 有 无 穷 多 个 。 如 果 所 求 未 知 函 数 
过 平面 上 一 定点 〈*xeygo) ,那么 只 能 确定 一 个 解 ,就 是 在 一 切 
积分 曲线 中 选择 一 条 阳线 。 小 如 ,可 直 


一 加 


解 出 ,也 就 是 
Y= + (go— #0*)o 
或 者 由 曲线 
区 一 2 十 C 
过 定点 (Xo,9o) ,应 该 有 
Yo=x0 + 6 
所 以 C=#0— Xo 


这 样 也 得 到 这 个 方程 的 一 个 解 ， 
#— + (yo Xo)o 

这 个 例子 已 经 使 我 们 初步 认识 到 常 微 分 方程 的 形式 ， 它 
是 含有 自 变 量 x、 未 知 函 数 y 和 它 的 导数 的 一 个 关系 式 , 它 的 
解法 和 微 积分 学 有 密切 的 联系 ， 解 的 性 质 是 表示 无 穷 多 个 一 
元 函数 或 一 个 一 元 函数 。 

现在 再 举 一 个 自由 落体 问题 来 介绍 常 微分 方程 。 

假设 质量 是 m 的 物体 只 受 重力 的 作用 而 自由 降 各 
落 ， 求 它 的 运动 方程 。 

怎样 求 它 的 自由 降落 的 方程 呢 ? 我 们 可 以 把 物体 
降落 的 铅 垂 线 作 为 > 再, 方向 向 下 ,也 就 是 向 着 地 心 的 
方向 ， 如 右 图 表示 的 那样 。 我 们 可 以 假设 物体 在 时 刻 。 节 


4 的 位置 是 8 。 (9， 由 二 阶 导 数 的 力学 意义 ， 可 以 知道 2 
是 物体 沿 of 轴 方 向 的 加 速度 。 由 物理 学 又 知道 重力 的 作用 
下 物体 加 速度 的 方向 是 向 下 的 , 它 的 天 小 是 9, 于 是 对 于 质量 
是 m 的 物体 ,在 运动 的 任何 时 间 内 ,应 该 满足 等 式 


mmg。 
可 以 看 出 ,等 式 中 含有 未 知 函数 ;(1) 的 二 阶 导 数 ,这 就 是 
二 阶 微 分 方程 ， 是 描述 质点 按 它 的 自由 下 洲 过 程 的 函数 ;四 
所 应 该 满足 的 微分 方程 ， 从 而 把 决定 质点 运动 的 力学 问题 化 
成 微分 方程 求解 的 数学 问题 。 
解 这 个 方程 可 以 用 积分 的 方法 。 
|= |gas, 
就 是 ds=(gt+en)dts 
再 积分 一 次 Jas= Jetr ear, 
也 就 是 3 一 二 ge+et+eas 
这 就 是 我 们 熟悉 的 自由 落体 公式 ， 其 中 cr、cs 是 两 个 任意 党 
数 , 也 就 是 说 , 这 是 通 解 , 表示 自由 落体 的 运动 方程 是 通 解 形 
状 。 
如 果 开始 的 时 候 , 时 间 := 0 ， 这 个 时 候 物 体 的 位 置 就 在 
wm=s( 0), 它 的 速度 


de 
a limb Vos 


那么 、 f= vo, ca 一 Soo 


于 是 自由 落体 的 运动 方程 是 ; 
+ vt+ so 


(=) 
上 面 我 们 用 两 个 例子 讲述 了 常 微分 方程 的 一 些 浅 显 的 内 
容 , 从 解 这 两 个 例子 中 可 以 看 出 通 解 的 特点 , 比如 , 一 阶 微分 
方程 的 解 含有 一 个 任意 常数 ， 二 阶 微分 方程 的 解 含有 两 个 任 
意 常数 。 现 在 要 提出 来 的 是 ， 是 不 是 4 阶 微分 方程 的 解 中 含 
有 个 任意 常数 呢 ? 
一 般 地 说 ，n 阶 微 分 方程 的 解 中 含有 4 个 任意 常数 。 也 
就 是 说 ， 微 分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 的 个 数 和 方程 的 阶 数 
相同 ,这 种 解 就 叫做 微分 方程 的 通 解 。 通 解构 成 一 个 函数 族 。 
如 果 根 据 实际 问题 要 求 出 其 中 满足 某 种 指定 条 件 〔 叫 做 
初始 条 件 ) 的 解 来 , 那么 求 这 种 解 的 问题 下 做 定 解 问题 , 对 于 
一 个 常 微分 方程 的 满足 定 解 条 件 的 解 叫做 特 解 。 上 面 举例 提 
到 的 
YX + (bo 一 Xe)， 
和 
$= ge+ vott so 


就 都 是 特 解 。 
对 于 高 春 微分 方程 有 时 候 可 以 用 引入 新 的 未 知 函 数 ， 把 
它 化 为 多 个 一 阶 微分 方程 组 。 比 如 


a a 
fg 
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是 一 个 二 阶 微分 方程 ,要 把 它 化 为 一 阶 微分 方程 组 ,可 以 令 
dy 


-一 = 


dx 


那么 
估 =f(x,g,2)， 
于 是 得 方程 组 
dy 
2 
匡 =f(x,y,2)。 
它 和 原 方程 是 同 解 的 。 


常 微分 方程 的 特点 
(一 ) 

常 微 分 方程 的 概念 、 解法 和 其 他 理论 很 多 , 比如 , 方程 和 
方程 组 的 种 类 及 解法 、 解 的 存在 性 和 唯一 性 、 奇 解 、 定性 理论 
等 等 。 下 面 就 方程 的 解 的 有 关 几 点 位 述 一 下 ， 以 了 解 常 微分 
方程 的 特点 。 

求 通 解 在 历史 上 曾 作为 微分 方程 的 主要 目标 ， 我 们 从 上 
面 所 讲 的 内 容 也 可 以 看 到 ,一 当 求 出 通 解 的 表达 式 ,就 容易 从 
中 得 到 问题 所 需要 的 特 解 。 也 可 以 由 通 解 的 表达 式 ， 了 解 对 
菜 些 参 数 (这 些 参数 在 应 用 上 往往 表征 仪器 或 者 机 被 的 特性 》 
的 依赖 情况 ,便于 参数 取 值 送 宜 ,使 它 对 应 的 解 具有 所 需要 的 
性 能 ,还 可 以 有 助 于 进行 关于 解 的 其 他 研究 。 

后 来 的 发 展 表明 ,能 够 求 出 通 解 的 情形 并 不 多 ,在 实际 应 


180 


用 上 所 需要 的 倒是 要 求 满足 某 种 指定 条 件 的 特 解 。 当 然 ， 通 
解 是 有 利于 研究 解 的 属性 的 ， 但 是 人 们 已 把 研究 重点 殉 到 定 
解 问题 上 来 。 


(=) 

一 个 微分 方程 是 不 是 有 特 解 虽 ! 如 果 有 ， 又 有 几 个 呢 1 
这 是 微分 方程 论 中 一 个 最 基本 的 问题 ， 数 学 家 把 它 归 纳 成 基 
本 定理 ,叫做 存在 和 唯一 性 定理 。 因 为 如 果 没 有 解 ,而 我 们 要 
去 求解 , 那 是 没有 意义 的 ; 如 果 有 解 而 又 不 是 唯一 的 , 那 义 不 
好 确定 。 因 此 ， 存 在 和 唯一 性 定理 对 于 微分 方程 的 求解 是 十 
分 重要 的 。 

微分 方程 中 有 很 大 部 分 方程 求 不 出 十 分 精确 的 解 ， 而 只 
能 得 到 近似 解 。 当 然 ， 这 个 近似 解 的 精确 程度 是 比较 启 的 。 
另外 还 应 该 指出 ， 用 来 描述 物理 过 程 的 微分 方程 以 及 由 实验 
测定 的 初始 条 件 也 是 近似 的 。 这 种 近似 之 间 的 影响 和 变化 ， 
还 必须 在 理论 上 加 以 解决 。 

现在 ,微分 方程 在 很 多 学 科 领 域内 起 着 重要 的 作用 , 光 动 
控制 、 各 种 电子 学 装置 的 设计 、 弹 道 的 计算 飞机 和 导弹 飞行 
的 稳定 性 的 研究 、 化 学 肥 应 过 程 稳定 性 的 研究 , 等 等 , 这 些 癌 
题 都 可 以 化 为 求 微分 方程 的 解 ， 或 者 化 为 研究 解 的 性 质 。 应 
该 说 , 应 用 微分 方程 理论 已 经 取得 了 很 大 的 成 就 , 但 是 , 它 的 
现 有 理论 也 还 远 远 不 能 满足 需要 ,还 有 待 进一步 的 发 展 ,使 这 
门 学 科 的 理论 更 加 完善 。 
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十 七 ” 偏 徽 分 方程 


什么 是 偏 微分 方程 ? 
(一 ) 

在 前 面 常 微分 方程 ?这 章 里 ,已 经 讲述 了 什么 是 微分 方 
程 ,读者 也 已 经 知道 ,如 果 在 一 个 微分 方程 中 出 现 的 未 知 函 数 
只 含 一 个 自 变 看 ,这 个 方程 叫做 常 微分 方程 ,也 简称 微分 方 
程 。 这 里 要 介绍 的 是 ， 如 果 在 一 个 微分 方程 中 出 现 有 多 元 函 
数 的 偏 导数 ;或 者 说 如 果 未 知 函数 和 几 个 变量 有 关 , 而 且 方程 
中 出 现 未 知 国 数 对 几 个 变量 的 导数 ， 那 么 这 种 微分 方程 叫做 
什么 呢 ? 叫做 偏 微分 方程 。 
在 科学 技术 日 新 月 异地 发 展 的 过 程 中 ， 人 们 研究 的 许多 
问题 用 一 个 变量 的 函数 来 描述 已 经 显得 不 够 了 ， 不 少 问题 要 
用 多 个 变 景 的 函数 来 猜 述 。 比 如 ,从 物理 角度 来 说 ,物理 重 有 
不 同 的 性 质 ,温度 、 密 度 等 是 用 数 全 来 描述 的 叫做 纯 量 ;速度 、 
电场 的 引力 等 ,不 仅 在 数值 上 有 所 不 同 ,而 且 还 具有 方向 , 这 
些 量 叫做 向 量 ， 物 体 在 一 点 的 张力 状态 的 描述 出 的 量 叫做 张 
量 , 等 等 。 这 些 量 不 仅 和 时 间 上 有 关系 , 而 且 和 空间 坐标 *、 
y、* 也 有 联系 ,这 就 要 用 多 个 变量 的 函数 来 表示 。 
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应 该 指出 ， 对 于 所 有 可 能 的 物理 现象 用 某 些 多 个 变量 的 
函数 来 表示 , 只 能 是 理想 化 的 , 如 介质 的 密度 , 实际 上 “在 一 
点 ”的 密度 是 不 存在 的 。 而 我 们 把 在 一 点 的 密度 看 作 是 物质 
的 质量 和 体积 的 比 当 体积 无 限 缮 小 的 时 候 的 极限 ， 这 就 是 理 
想 化 的 。 介 质 的 温度 也 是 这 样 。 这 样 就 产生 了 研究 某 些 物理 
现象 的 理想 了 的 多 个 密 量 的 函数 方程 ， 这 种 方程 就 是 偏 微分 
方程 。 

(二 ) 

偏 微 分 方程 这 门 学 科 产 生 于 十 八 世纪 ， 欧 勒 在 他 的 著作 
中 最 早 提出 了 蓄 振 动 的 二 阶 方程 ,随后 不 久 , 法 国 数学 家 达 兰 
贝尔 也 在 他 的 著作 < 论 动 力学 > 中 提出 了 特殊 的 偏 微 分 方程 。 
这 些 著 作 当 时 没有 引起 多 大 注意 。 1746 年 , 达 兰 贝尔 在 他 的 
论文 < 张 紧 的 弦 振动 时 形成 的 曲线 的 研究 ?中 ， 提 议 证 明 无 穷 
多 种 和 正弦 曲线 不 启 的 曲线 是 振动 的 模式 。 这 样 就 由 对 弦 振 
动 的 研究 开创 了 偏 微分 方程 这 门 学 科 。 

后 来 ,和 欧 勒 同时 代 的 瑞士 数学 家 丹尼尔 " 贝 努 利 (1700- 
1782 ) 也 研究 了 数学 物理 方面 的 问题 ， 提 出 了 解 弹性 系 振动 
问题 的 一 般 方法 ， 对 偏 微 分 方程 的 发 展 起 了 比较 大 的 影响 。 
拉 格 朗 日 也 讨论 了 一 阶 偏 微分 方程 ,丰富 了 这 门 学 科 的 内 容 。 

偏 微分 方程 得 到 迅速 发 展 是 在 十 九 世纪 , 那 时 候 ,数学 物 
理 问 题 的 研究 繁荣 起 来 ， 许 多 数学 家 都 对 数学 物理 问题 的 解 
决 作出 了 贡献 。 这 里 应 该 提 一 提 法 国 数 学 家 傅立叶 〈1768- 
1830 ), 他 年 青 的 时 候 就 是 一 个 出 色 的 数学 学 者, 他 在 从 事 热 
流动 的 研究 中 , 写 出 了 < 热 的 解析 理论 > ,在 文章 中 他 提出 了 
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维 空间 的 热 方程 
分 方程 的 发 展 的 


， 也 就 是 一 种 偏 微 分 方程 。 他 的 研究 对 偏 微 
影响 是 很 大 的 。 


偏 微分 方程 的 内 容 
(一 ) 


偏 微分 方程 是 什么 样 的 ? 它 包 括 哪 些 内 容 * 这 里 我 们 可 


从 一 个 例子 的 研 
弦 振 动 是 一 


究 加 以 介绍 。 
种 机 械 运 动 ,当然 机 械 运 动 的 基本 定律 是 质 


点 力 学 的 了 =ma, 但 是 弦 并 不 是 质点 ,所 以 了 =ma 并 不 适合 


用 在 弦 振 动 的 研 


究 上 。 然 而 ， 如 果 我 们 把 驴 细 甸 地 分 成 若干 


个 极 小 极 小 的 小 段 每 一 小 段 抽象 地 看 作 是 一 个 质点 ,这样 ， 


我 们 就 可 以 应 有 
弦 是 指 又 细 


F=ma 了。 
又 长 的 弹性 物质 ， 比 如 弦乐器 所 用 的 弦 就 是 


细 长 的 柔软 的 \ 带 有 弹性 的 。 演 者 的 时 候 , 纺 总 是 崩 紧 着 具有 
一 种 张力 ， 这 种 张力 大 于 鼓 的 重量 几 万 倍 。 当 演 春 的 人 用 薄 


片 拨 动 驴 或 者 用 


己 在 驴 上 拉动 ， 虽 然 只 引起 所 接触 到 的 一 段 


驴 振 动 .但 是 由 于 张力 的 作用 ,传播 到 使 整个 弦 振 动 起 来 。 
现在 我 们 设想 没有 重量 的 弦 (因为 弦 的 重量 只 是 张力 的 


a 


几 万 分 之 一 ， 所 以 它 的 重量 可 
以 忽略 不 计 ) 绩 紧 , 在 不 振动 的 
时 候 是 一 根 直线 ， 象 左 图 所 示 
的 那样 取 这 条 直线 作为 * 轴 , 弦 
上 各 点 的 横向 位 移 记 作 x 。 毫 
无 疑问 , 位 移 是 依赖 于 x 的 


不 同 而 变化 的 ,同时 又 依赖 于 时 间 # 的 改变 而 改变 。 因 此 ,zx 
是 x 和 + 的 二 元 函数 ,也 就 是 x (x,t)。 

把 弦 纲 细 地 分 成 极 小 极 小 的 一 段 一 段 , 设 (*，x+dz ) 是 
其 中 的 某 一 极 小 的 一 段 , 长 庆 是 

TO 

它 只 受 邻 段 的 拉力 P 和 P, 的 作用 (这 种 拉力 等 于 纺 的 张 
力 ,方向 沿 闭 弦 的 切线 方向 ) , 没有 然 向 的 运动 , 这 样 纵向 合 
力 是 


Pacosas 一 Picosm 一 0， (1) 
在 小 振动 的 条 件 下 ， ds~~V Tz 二 dx。 
如 果 以 6 表示 单位 长 度 的 张 的 质量 ,那么 pdx 就 是 某 一 
极 小 的 一 段 弦 的 质量 。 
按照 质点 力学 的 了 = ma ,可 以 得 到 这 段 弦 的 横向 运动 方 


程 ， 
Pssingg— Pisinag =—p:dx. 人 (2) 
从 三 角 学 和 微 积分 学 中 可 以 知道 , 当 
os0, as~0 
的 时 眉 ， cosm~cosm~l, 


Oui 
Eo 


aw | 


G7 |*=z+dz， 


sina~tga = 


sinaa~tgas = 


把 它们 代入 (1)、《2) 中 ,那么 在 小 振动 的 条 件 下 ,得 到 某 一 
自转 的 纵向 平衡 方程 和 横向 运动 方程 ， 


Ei 
wm™P' dX. go 


tl 
Ps 了 |]z=z+dz 一 


Ps—P,=0, 
| | 

在 这 个 方程 组 中 不 难看 出 P: = Ps ,这 说 明 弦 的 张力 在 整 
和 上 是 常数 ,和 弦 的 基 处 x 值 无 关 , 也 和 时 间 :无 关 , 不 妨 假 
设 是 了 ,那么 


du 
[名 | 
Gu Ei 要 
p[ 了 |a=z+da 一 加 =- 本 -省 。 
EE 


所 以 , 弦 振 动 方程 就 是 


有 ba 
v=mt ds Gr =-o.dz- EE 


Ea Ei 
Por ?an 一 0。 


这 就 是 以 x 和 +t 作 为 自 变量 的 偏 微 分 方程 。 
(=) 

偏 微 分 方程 有 很 多 种 类 型 ,一 般 包 括 椭 加 型 偏 微 分 方程 
抛物 型 仿 微 分 方程 、 双 曲 型 偏 微 分 方程 和 不 属于 这 三 类 的 其 
他 方程 。 

上 述 的 例子 是 弦 振 动 方程 ， 它 属于 数学 物理 方程 中 的 波 
动 方程 ， 也 就 是 双 曲 型 偏 微分 方程 。 标 准 形式 的 双 曲 型 偏 微 
分 方程 是 


Om Om 
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关于 其 他 类 型 的 方程 和 对 它们 的 解法 ,这 里 就 不 搬 述 了 。 
(三 ) 
侠 微 分 方程 的 解 一 般 有 无 穷 多 个 ， 但 是 在 解决 其 体 的 移 
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理 问题 的 从 和 侯 ,必须 从 中 选取 所 需要 的 解 ,因此 ,还 必须 知道 
附 部 条 件 。 因 为 偏 微 分 方程 是 同一 类 现象 的 共同 规律 的 表示 
式 ， 仅 仅 知道 这 种 共同 规律 还 不 足以 掌握 和 了 解 具体 问题 的 
特殊 性 ,所 以 就 物理 现象 来 说 ,各 个 具体 问题 的 特殊 性 就 在 于 
研究 对 象 所 处 的 特定 条 件 , 就 是 初始 条 件 和 边界 条 件 。 

拿 上 面 所 举 的 纺 振 动 的 例子 来 说 ， 对 于 同样 的 纺 的 弦 乐 
器 , 如果 一 种 是 以 薄片 拨 动 弦 , 另 一 种 是 以 弓 在 弦 上 拉动 , 那 
么 它们 发 出 的 声音 是 不 司 的 。 原 因 就 是 由 于 在 “ 拨 动 ”或 “ 拉 
动 ” 的 那个 “初始 ”时刻 的 振动 情况 不 同 , 因 此 产生 后 来 的 振动 
情况 也 就 不 同 。 

天 文学 中 也 有 类 似 情况 ， 如 果 要 通过 计算 预言 天 体 的 运 
动 ,当然 必须 知道 这 些 天 体 的 质量 ,同时 除了 和 牛顿 定律 的 一 般 
公式 以 外 ,还 必须 知道 我 们 所 研究 的 天 体系 统 的 初始 状态 ,就 
是 在 某 个 起 初时 间 ， 这 些 天 体 的 分 布 以 及 它们 的 速度 。 总 而 
言 之 ,在 解决 任何 数学 物理 的 问题 的 时 候 ,总 会 有 类 似 的 附加 
条 件 。 

就 骇 纤 动 来 说 , 骇 振动 方程 只 表示 弦 的 内 点 的 力学 规律 ， 
对 蓄 的 端点 就 不 成 立 , 所 以 在 骇 的 两 端 必 须 给 出 边界 条 件 , 也 
就 是 考虑 研究 对 象 所 处 的 边界 上 的 物理 状况 。 边 界 条 件 也 时 
做 边 什 间 题 。 比 如 上 面 例子 中 , 设 弦 长 是 1, 它 的 两 端 *=0 和 
x 二 1 ,固定 在 平衡 位 置 上 ,显然 在 振动 的 时候, 两 端的 位 移 是 
0 ,就 是 


于 -=o 一 #le<r=0 。 
当然 ,客观 实际 中 也 还 是 有 “没有 初始 条 件 的 河 题 ”, 如 稳 
187 


定 场 问题 (静电 场 、 稳 定 浓度 分 布 .稳定 温度 分 布 等 ) ,也 有 ” 没 
有 边界 条 件 的 问题 ", 如 着 重 研究 不 靠近 两 端的 那 段 纺 , 就 抽 
象 的 成 为 无 边界 的 驴 了 。 

(四 ) 

在 数学 上 ,初始 条 件 和 边界 条 件 叫做 定 解 条 件 。 偏 微分 
方程 本 身 是 表达 同一 类 物理 现象 的 共性 ， 是 作为 解决 问题 的 
依据 # 定 解 条 件 却 反 映 出 具体 问题 的 个 性 , 它 提 出 了 问题 的 共 
体 情 况 。 方 程 和 定 解 条 件 合 为 一 体 ,就 中 做 定 解 问题 。 

求 偏 微 分 方程 的 定 解 问题 可 以 先 求 出 它 的 通 解 ， 然 后 再 
用 定 解 条 件 确定 出 函数 。 但 是 ,一 般 说 来 ,在 实际 中 通 解 是 不 
容易 求 出 的 ,用 定 解 条 件 确定 函数 更 是 比较 困难 的 。 

偏 微分 方程 的 解法 还 可 以 用 分 离 系数 法 ， 也 叫做 傅立叶 
级 数 : 还 可 以 用 分 窗 变 数 法 ,也 叫做 传 立 叶 变换 或 傅立叶 积 
分 。 分 离 系数 法 可 以 求解 有 界 空间 中 的 定 解 问题 ， 分 离 变数 
法 可 以 求解 无 界 空间 中 的 定 解 问题 。 也 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 
法 去 求解 一 维 空间 的 数学 物理 方程 的 定 解 。 对 方程 施行 拉 普 
拉 斯 变换 可 以 转化 成 常 微分 方程 ， 而 且 初 始 条 件 也 一 并 考虑 
到 , 解 出 常 微分 方程 后 进行 反 演 就 可 以 了 。 关 于 这 几 种 方法 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 的 专著 。 

应 该 指出 , 偏 微分 方程 的 定 解 昌 然 有 以 上 各 种 解法 ,但 是 
我 们 不 能 忽视 由 于 某 些 原 因 有 许多 定 解 问题 是 不 能 严格 解 出 
的 ， 只 可 以 用 近似 方法 求 出 满足 实际 需要 的 近似 径 度 的 近似 
解 。 常 用 的 有 变 分 法 和 有 限 差分 法 。 变 分 法 是 把 定 解 问题 转 
化 成 变 分 问题 ， 再 求 变 分 问题 的 近似 解 。 有 限 差分 法 是 把 定 
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解 问题 转化 成 代数 方程 组 ， 然 后 用 电子 计算 机 进行 计算 。 还 
有 一 种 方法 是 更 有 意义 的 ,这 就 是 模拟 法 , 它 用 另 一 个 物理 的 
问题 实验 研究 来 代替 所 研究 某 个 物理 问题 的 定 解 。 因 为 虽然 
物理 现象 本 质 不 同 ， 但 是 抽象 地 表示 在 数学 上 是 同一 个 定 解 
问题 ,如 研究 某 个 不 规律 形状 的 物体 里 的 稳定 温度 分 布 问 题 、 
在 数学 上 是 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 ,由 于 求解 比较 困难 ,可 
作 想 应 的 静电 场 或 稳 恒 电流 场 实验 研究 ， 测 定 场 中 各 处 的 电 
势 ,从 而 也 解决 了 所 研究 的 稳定 温 变 场 中 的 温度 分 布 问题 。 

随 着 物理 科学 所 研究 的 现象 在 广度 和 深度 两 方面 的 扩 
展 , 偏 微 分 方程 的 应 用 范围 更 加 广泛 。 从 数学 自身 的 角度 看 ， 
偏 微分 方程 的 求解 促使 数学 需要 在 函数 论 ， 变 分 法 、 级 数 展 
开 、 常 微分 方程 ,代数 ,微分 几何 等 各 方面 发 展 , 偏 微分 方程 变 
成 数学 的 中 心 。 


18% 


现象 。 


是 专门 


十 八 _ 笋 率 论 和 数理 统计 


从 随机 现象 谈 起 
(—) 
在 自然 界 和 现实 生活 中 ， 一 切 事物 都 是 相互 联系 和 不 断 
发 展 的。 在 它们 彼此 间 的 联系 和 发 展 中 ， 根 据 它们 是 否 有 必 
然 的 因果 关系 ,可 以 分 成 截然 不 同 的 两 大 类 :一 类 是 和 确定 性 的 
这 类 现象 是 在 一 定 条 件 下 ， 必 定 会 导致 某 种 确定 的 结 
果 。 举 例 来 说 ,在 标准 大 气压 下 ,水 加 热 到 100"C, 就 必然 会 
沸腾 。 又 如 ,把 铁 加 热 到 1530°C 的 时 候 ,必然 会 熔化 成 液态 。 
事物 间 这 种 联系 是 属于 必然 性 的 。 通 常 的 自然 科学 各 学 科 就 


研究 和 认识 这 种 必然 性 


:， 导 求 这 类 必然 现象 的 因果 关 


系 ,把 握 它们 之 间 的 数量 规律 ,以 达到 认识 世界 和 改造 世界 的 


县 的 。 


另 一 类 是 不 确定 性 的 现象 。 这 类 现象 是 在 一 定 条 件 下 ， 
它 的 结果 是 不 确定 的 。 举 例 来 说 ， 同 一 工人 在 同一 车 床上 加 
工 同一 种 零件 著 干 个 ,它们 的 尺寸 总 会 有 些 差异 。 又 如 ,在 同 
样 条 件 下 ,进行 小 坡 品种 的 人 工 催芽 试验 ,各 颗 种 子 的 发 芽 情 
况 也 不 尽 相同 ， 有 强 弱 和 早晚 之 别 等 等 。 为 什么 在 相同 的 一 
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定 条 件 下 ,会 出 现 这 种 种 不 确定 的 结果 呢 ? 这 是 因为 ,我 们 说 
的 “相同 条 件 ” 是 指 ~ 些 主 要 条 件 来 说 的 ， 除 了 这 些 主要 条 件 
外 ， 还 会 有 许多 次 要 条 件 和 偶然 性 因素 影响 着 结果 。 而 这 些 
次 要 的 、 偶 然 起 作用 的 因素 又 是 人 们 无 法 事先 一 一 能 够 掌握 
的 。 正 因为 这 样 ,我 们 在 这 一 类 现 彰 中 ,就 无 裕 用 必然 性 的 因 
果 关 系 ， 对 个 别 现象 的 结果 事先 作出 确定 的 答案 。 事 物 间 这 
种 关系 是 属于 偶然 性 的 ,这 种 班 象 叫 做 偶然 现象 ,或 者 叫做 随 
机 现象 。 
(=) 

在 自然 界 , 在 生产 ,生活 中 ,随机 现象 十 分 普遍 ,也 就 是 说 
随机 现象 是 大 量 存 在 着 的 。 比 如 : 拿 北京 地 区 来 说 ,测量 每 年 
七 月 份 的 天 气 平均 气温 ,每 年 都 各 有 差异 ,不 完全 栖 同 ,而 且 
也 不 能 准确 地 预测 来 年 七 月 份 的 平均 气温 。 这 样 ,“ 北 京 七 月 
份 平 均 气 温 ” 就 是 随机 现象 。 又 如 ,同一 名 工人 ,用 周一 台 车 
床 在 同一 条 件 下 (同村 料 ,同一 操作 规程 ) 加 工 一 种 标准 长 度 
150 毫 米 的 零件 等 现象 ,也 是 随机 现象 。 因 此 ,我 们 说 ;随机 现 
象 就 是 :在 同样 条 件 下 , 风 次 进行 司 一 试验 或 调查 同一 现象 ， 
所 得 结果 不 完全 一 样 ， 而 且 无 法 准确 地 预测 下 次 所 得 结果 的 
现象 。 随 机 现象 这 种 结果 的 不 确定 性 ,是 由 于 一 些 次 要 的 、 假 
然 油 素 影 响 所 造成 的 。 

随机 现象 表面 上 奎 米 ,似乎 是 厅 乱 无 章 的 .没有 什么 规律 
的 现象 。 但 实践 证 明 , 如 果 同 类 的 随机 现象 大 量 重复 出 现 , 它 
的 总 体 就 号 现 出 一 定 的 规律 性 。 

举例 来 说 ,光一 枚 均匀 的 五 分 硬币 ,有 两 种 可 能 性 , 一 种 


是 “国徽 面 ? 彰 上 .一 种 是 “ 伍 分 面 ? 朝 上 。 每 拂 一 次 ,很 难 断 定 
是 哪 种 结果 。 但 是 如 果 多 次 重复 地 都 这 枚 项 币 ， 就 会 越 来 越 
清楚 地 发 现 “ 国 徽 面 ? 朝 上 的 次 数 和 “ 伍 分 面 ? 朝 上 的 次 数 却 大 
体 相 局 这 样 的 规律 性 。 

在 同样 条 件 下 ,同一 名 工人 加 工 同一 种 零件 ,每 一 件 的 长 
和 标准 长 150 毫米 都 有 差异 ， 但 是 如 果 检 验 他 所 加 工 的 许多 
同一 零件 的 时 候 ， 就 会 发 现 这 些 零 件 中 比 标准 长 150 毫米 大 
的 件数 和 比 标准 长 150 毫米 小 的 件数 大 体 相同 ， 而 且 和 标准 
长 相 比 ,相差 过 大 的 占 少数 ,相差 不 多 的 占 多 数 。 

次 量 同类 随机 现象 所 呈现 的 这 种 规律 性 ， 随 着 我 们 观察 
的 次 数 增多 而 愈加 明显 。 我 们 把 这 种 由 大 量 同类 随机 现象 所 
呈现 出 来 的 集体 规律 性 ， 叫 做 统计 规律 性 。 概 率 论 和 数理 统 
计 就 是 研究 大 量 同 类 随机 现象 的 统计 规律 性 的 数学 学 科 。 


概率 论 的 产生 和 发 展 
(一 ) 

概率 论 产生 于 十 七 世纪 ， 本 来 是 由 保险 事业 的 发 展 而 产 
生 的 ,但 是 来 自 赌钱 者 的 请 求 , 却 是 数学 家 们 思考 概率 论 的 一 
些 特殊 问题 的 源泉 。 

旱 在 1654 年 ,有 一 个 赌 徒 梅 累 向 当时 的 数学 家 帕斯卡 提 
出 一 个 使 他 苦恼 了 很 久 的 问题 :两 个 财 徒 相约 赌 车 于 局 ， 谁 
先 启 加 局 就 算 获 胜 ,全 部 赔本 就 归 胜 者 。 但 是 , 当 其 中 一 个 
人 赢 了 ala<m ) 局 , 另 一 个 人 启 了 bb <m ) 局 的 时 候 , 赌博 
中 止 。 癌 ! 赌 本 应 当 如 何 分 法 才 合理 * 三 年 后 , 也 就 是 1657 
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年 ,荷兰 著名 的 天 文 、 物 理 兼 数学 家 惠 更 斯 (1629 - 1695 ) 企 
自己 解决 这 一 问题 ,结果 写成 了 < 论 机 会 游戏 的 计算 > 一 书 ， 
这 就 是 最 早 的 概率 论著 作 。 

近 几 十 年 来 , 随 着 科技 的 叶 勃 发 展 ,概率 论 大 量 应 用 到 国 
民 经 济 . 工 农业 生产 及 各 学 科 领 域 。 许 多 兴起 的 应 用 数学 ,如 
信息 论 ,对 策 论 ,排队 论 、 控 制 论 等 ,都 是 以 概率 论 作 为 基础 
的 。 


(=) 

概率 论 和 数理 统计 可 以 算 作 一 门 随机 数学 分 支 。 它 们 是 
联系 密切 的 同类 学 科 ， 我 们 现在 就 是 把 它们 合 起 来 作为 一 门 
分 支 进行 介绍 的 。 但 是 ,应 该 指出 ,概率 论 、 数 理 统计 ,统计 方 
法 又 都 各 有 它们 自己 所 包含 的 不 同 内 容 。 

概率 论 一 一 是 根据 大 量 同类 殖 机 现象 的 统计 规律 ， 对 随 
机 现象 出 现 某 一 结果 的 可 能 性 作出 一 种 客观 的 科学 定义 ， 对 
这 种 出 现 的 可 能 性 大 小 作出 数量 上 的 描述 ， 比较 这 些 可 能 性 
的 大 小 ,研究 它们 之 闻 的 联系 ,从 而 形成 一 整 计数 学 理论 和 方 。 
法 。 

数理 统计 一 一 是 应 用 概率 的 理论 来 研究 大 量 随 机 现象 的 
规律 性 ， 对 通过 科学 安排 的 一 定数 量 的 试验 所 得 到 的 统计 方 
法 给 出 严格 的 理论 论证 ， 并 判定 各 种 方法 应 用 的 条 件 以 及 方 
法 、 公 式 ,结论 的 可 靠 程度 和 局 限 性 。 使 我 们 能 从 一 组 样本 来 
判定 是 否 能 以 相当 大 的 概率 保证 某 一 判断 是 正确 的 ， 并 可 以 
控制 发 生 错误 的 概率 。 

统计 方法 一 一 是 以 上 提供 的 方法 在 各 种 具体 问题 中 的 具 
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体 应 用 , 它 不 去 注意 这 些 方法 的 理论 根据 ,数学 论证 。 因 而 就 
有 象 森林 统计 学 、 纺 织 工业 绕 计 ,教育 统计 ,生物 统计 ,天气 狐 
报 的 统计 方法 等 等 。 
《三 ) 

由 于 随机 现象 在 人 类 的 实际 活动 中 大 量 存在 ， 概 率 统计 
随 着 现代 工农 业 、 近 代 科 技 的 发 展 而 不 版 发 展 ,因而 形成 了 许 
多 重要 分 支 。 如 ;随机 过 程 (其 中 重要 的 有 “马尔 可 夫 过 程 ”" 和 
“平衡 过 程 ”) ,信息 论 , 极 限 理论 ,试验 设计 、 多 元 分 析 等 。 
概率 统计 的 应 用 ,在 国民 经 济 . 自 然 科 学 各 具体 领域 中 又 
是 非常 广泛 的 。 如 现代 物理 对 微观 世界 的 研究 、 无 线 电 通讯 
和 导航 ,生产 过 程 的 质量 控制 ,气象 水 文 地 震 的 预报 、 企 业 事 
业 的 管理 ,教育 质量 的 统计 、 地 理 、 物理 , 化学、 生物 的 研究 都 
离 不 了 这 个 方法 。 

应 当 指出 ,概率 统计 在 研究 方法 上 也 有 它 的 特殊 性 ,和 其 
他 学 科 不 同 的 主要 特点 有 下 列 几 点 ， 

第 一 ,由 于 随机 现象 的 统计 规律 是 一 种 集体 规律 ,必须 在 
大 量 局 类 随机 现象 中 才能 呈现 出 来 ,所 以 ,进行 观察 .试验 、 调 
查 就 是 概率 统计 这 门 学 科研 究 方法 的 基石 。 但 是 ， 要 注意 它 
作为 数学 学 科 的 一 个 分 支 ,也 是 具有 本 学 科 的 定义 、 公 理 、 定 
理 的 。 而 这 些 定义 ,公理 ,定理 也 是 确定 的 ,不 存在 任何 随机 
性 。 只 不 过 这 些 定义 ,公理 ,定理 是 来 源 于 自然 界 的 随机 现象 
轻 了 。 

第 二 ,在 研究 概率 统计 中 ,使 用 的 是 “由 部 分 推断 全 体 ?的 
统计 挫 断 方法 。 这 是 因为 它 研究 的 对 象 一 一 随机 现象 的 范围 
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是 很 大 的 ,在 进行 试验 ,观测 和 调查 的 针 候 ,不 可 能 也 不 必要 
全 部 进行 ,只 能 取 其 一 部 分 (就 是 祥 本 ?得 行 试验 、 观测。 但 是 
由 这 一 部 分 资料 所 得 出 的 一 些 结论 ,要 去 推断 在 全 体 范围 (就 
是 总 体 ) 内 这 些 结论 的 可 靠 福 。 

第 三 ,要 特别 指出 ,随机 现象 的 随机 性 ,是 指 试验 、 调 查 之 
前 来 说 的 。 就 是 说 , 瑚 机 现象 是 对 于 某 一 试验 ,调查 之 前 ,我 
们 说 它 可 能 出 现 不 确定 的 结果 。 而 真正 做 了 试验 之 后 ， 那 么 
对 于 每 一 次 试验 来 说 ， 它 只 能 得 到 这 些 不 确定 的 结果 中 的 某 
一 个 确定 结果 。 我 们 研究 这 一 现象 的 时 候 ， 应 当 注意 在 试验 
以 前 能 不 能 对 这 一 现象 找 出 它 本 身 的 内 在 规律 。 


概率 论 的 内 容 
《一 ) 
税率 论 作 为 一 门 数 学 分 支 ， 它 所 研究 的 内 容 一 般 包 括 随 
机 事件 的 概率 ,统计 独立 性 和 条 件 概率 .随机 变量 ,概率 分 布 、 
正 态 分 布 和 方差 等 等 。 至 于 概率 论 的 一 些 分 支 ， 这 里 就 不 介 
绍 了 。 
现在 我 们 先 介绍 概率 论 最 基本 的 一 些 概 念 和 符号 。 
随机 事件 一 般 用 大 写字 母 4. 3 、C 等 来 表示 , 叫做 事件 
4 事件 了 3 等 。 
必然 发 生 的 事件 ,叫做 必然 事件 ,用 符号 表示 。 
不 可 能 发 生 的 事件 ,叫做 不 可 能 事件 ,用 符号 表示 。 
(=) 
有 人 件 之 闻 的 相互 关系 ,一 般 也 用 符号 表示 。 比 如 ， 
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“4+ 可 ?表示 事件 4 和 事件 至 少 发 生 其 中 一 件 的 事件 。 

“4 8” 表 示 素 件 4 和 事件 了 同时 发 生 的 事件 。 

事件 4 和 事件 8 不 能 同时 发 生 , 叫 做 互 斥 事件 。 

如 果 事 件 41+ 妈 是 必然 事件 ,而 且 44 和 44 互 斥 ,就 把 
人 (或 人 叫做 外 (或 4 ) 的 对 立 事件 ,并 用 符号 表示 成 

五 = 4s; 或 小 = Aa。 

如 果 ? 个 事件 B,, By,…,B, 能 够 满足 这 样 的 条 件 ,彼此 
互 斥 ， Bi+ 如 十 … 十 B, 是 必然 事件 ,就 是 (Bi+ Bs+… 十 Bs》 
= 如 ,那么 ,就 把 这 + 个 事件 叫做 完全 事件 系 。 

(z=) 

概率 是 随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 数量 指标 。 什 么 叫做 概 
事 电 1 这 里 还 要 介绍 其 他 几 个 概念。 

如 果 随 机 事件 4 在 4 次 独立 重复 的 随机 试验 中 出 现 了 
次 ,0<h<n ,那么 ,上 上 甫 做 事件 4 在 4 次 试验 中 的 频数 ,之 
叫做 频率 。 . 

人 们 通过 长 其 试验 ,发 现 如 果 试 验 次 数 很 大 , 须 率 虽然 仍 
有 微小 的 波动 ， 但 是 比较 明显 地 稳定 在 某 一 个 固定 的 常数 附 
近 。 这 样 就 得 到 结论 ;事件 4 发 生 的 频率 上 将 稳定 在 一 个 党 
数 5 附近。 我 们 就 把 常数 5 叫做 事件 4 的 概率 。 一 般 用 符 
号 表示 成 


P(A4)=b, 
很 明显 ,必然 事件 如 的 概率 是 
P(U)=1, 

不 可 能 事件 7 的 概率 是 
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POV)=0. 
也 可 以 断定 ,对 于 任何 一 件 事件 4 的 概率 P(4) 一 定 是 介 于 
0 和 :11 之 同 ,也 就 是 
0<P(A)S1。 
(四 ) 
在 实际 中 ,有 一 类 随机 现象 ,具有 两 个 特点 ;第 一 ,只 有 有 
限 个 可 能 的 结果 (比如 个 ) ;第 二 ,各 个 结果 发 生 的 可 能 性 是 
相等 的 。 具 有 这 两 个 特点 的 随机 现象 ,中 做“ 古典 概 型 ”。 对 
于 古典 概 型 ,用 不 着 做 大 量 试验 ,只 要 确定 事件 4 包含 了 多 
少 个 可 能 的 结果 ,比如 是 中 个 ,那么 就 可 以 得 出 下 面 的 公式 ， 
PC =。 


如 果 事 件 4 和 事件 B 不 可 能 同时 出 现 , 它们 就 叫 互 斥 
事件 , 互 斥 事件 的 概率 有 以 下 的 公式 
PCA+B)=P(A)+P(B)}。 
在 计算 某 一 事件 的 概率 比较 复杂 的 时 候 ， 可 以 间接 地 通 
过 先 计算 它 的 对 立 事件 的 概率 而 求 出 事件 的 构 率 。 这 是 因为 
相互 对 立 的 事件 4 和 雯 显然 是 互 斥 的, 并且 (4+ 本 是 必然 
事件 。 因 此 ， 


PIA+D=P(A+POOD=1, 
那么 ,又 可 以 得 到 
P(A)=1— P(A)。 
如 果 事 件 4 的 发 生 或 不 发 生 并 不 影响 事件 了 的 发 生 , 反 
过 来 ,事件 B 的 发 生 或 不 发 生 也 不 影响 事件 4 的 发 生 , 就 把 
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事件 了 和 事 任 也 叫做 相互 独立 事 住 。 独 立 事件 的 概率 有 以 
下 公式 ， 
P(A'B)=P(A)-P(B)。 
{五 ) 

在 实际 工作 中 ,往往 有 一 些 更 为 复杂 的 问题 ,比如 , 在 某 
一 事件 B 已 经 发 生 的 条 件 下 ,要 求 事件 4 发 生 的 概率 。 这 种 
概率 就 叫做 条 件 概率 。 一 般 用 符号 记 成 P(A IB )。 要 求 这 一 
条 件 概率 ,只 要 判 道 P(B) 和 P(4B) 就 可 以 了 。 因 为 


P(A1B) = 


根据 这 个 公式 ,显然 有 另 一 条 件 概 率 公式 


P(AB) 
PCD。 


P(B|A4)= 
一 般 地 ,就 有 公式 
P(AB)=P(AIB):P(B)=P(B|A).P(A), 
在 某 些 情 况 下 ,给 出 了 条 件 概 率 要 求 计算 无 条 件 概率 ,这 
时 候 就 要 用 到 全 概率 公式 。 比 如 ,有 "个 基本 事件 Bl .Ba、…、 
38, 组 成 一 个 完全 事件 系 , 那 么 ,对 于 任何 事件 4 ,都 有 
P(A) =SP(4 1B) ,PCBD。 


这 就 是 全 概率 公式 。 
如 果 拒 人 概率 公式 代入 条 件 概率 公式 ， 
P{AB, P(AB' 

P-L -一 0 


PABYPB) “ 


fo 
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青 把 其 中 的 P(4B0) 用 P(A41B4)P(BD) 代 换 ,就 可 得 

PUB _ PIALB)P(B'Y 

9 EPUBDP(B) ° 

这 个 公式 叫做 贝 时 斯 公式 。 它 应 用 广泛 ， 在 解决 一 些 复杂 问 
是 的 时 候 ,常常 要 用 到 它 。 

还 有 一 类 问题 的 特点 和 其 他 问题 不 局 , 它 每 一 次 试验 中 
P(4) 不 受 其 他 各 次 试验 的 影响 , 它 的 结果 也 不 依赖 其 他 各 次 
试验 的 结果 ,也 就 是 各 次 试验 是 独立 的 ;另外 ,事件 4 和 对 立 
事件 亏 在 同一 次 试验 中 ,总 要 出 现 而 且 只 能 出 现 其 中 一 件 。 
遗 到 这 类 问题 ,如 果 知 道 事 件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 是 
尹 ,一般 就 用 贝 努 利 公式 可 以 求 得 在 4 次 试验 中 事件 出 现 
大 次 的 概率 Pe(4) 。 贝 努 利 公式 是 

P(A)=Cp) (1 一切 


P(B1A)= 


(六 ) 

在 客观 指 界 中 ,存在 大 时 随机 现象 ,随机 现象 产生 的 结果 
构成 了 随机 事件 ,这 些 前 面 已 经 儿 述 了 。 那 么 ;随机 现象 的 各 
个 结果 能 不 能 昨 变 量 来 描述 呢 ? 实践 证 明 ， 能 够 用 变量 来 拭 
述 ,这 就 产生 了 新 的 概念 ,叫做 随机 变量 。 

随 宙 变 量 有 有 “有限” 和“ 无限 ”的 区 分 ,一 般 又 很 据 变 量 的 
取 值 情况 分 成 离散 型 随机 变量 和 非 离散 型 随机 变量 等 。 

一 切 可 能 的 取 值 能 够 按 一 定 次 序 一 一 列举 ， 这 样 的 随机 
变 晕 叫做 离散 型 随机 变量 。 

如 果 可 能 的 取 值 充满 了 一 个 区 间 , 无 法 按 次 序 一 一 列 兴 ， 
这 种 随机 变量 就 叫 散 非 离 衣 型 随机 变量 。 
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(Lt) 
怎样 全 面 嵩 述 离 散 型 随机 交 量 的 统计 规律 呢 ? 这 就 要 研 
究 概 率 的 分 布 。 
如 果 有 随机 变量 上, 它 可 能 取 的 值 是 zi,xa,…, x, 而 且 
取 每 一 个 值 的 概率 分 别 是 所 ,为 ,…， 加 列 成 表 就 是 
本 
概率 | pis pes" Pai sp 
其 中 ,名 十 旭 十 … 十 加 -! 十 如 一 1 这 就 是 概率 分 布 。 
在 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 中 ， 比 较 简单 而 应 用 广泛 
的 是 二 项 式 分 布 。 二 项 式 分 布 只 适用 于 ?是 一 个 确定 的 试验 
次 数 ,如果 重 复试 验 次 数 4>co , p>0, 而 且 np 一 4( 一 个 常 
数 ) 的 时 候 ,就 不 能 用 二 项 式 分 布 了 ,在 概率 论 中 有 一 种 分 布 
叫做 泊 松 (法 国 数学 家 1781 - 1840 ) 分 布 , 泊 松 分 布 的 公式 还 
附 有 数值 表 可 以 在 计算 时 参考 使 用 。 
《入 ) 
如 果 随 机 变量 是 连续 的 ,那么 对 于 每 一 个 连续 随机 变量 ， 
都 有 一 个 分 布 曲线 ,实践 和 理论 都 已 证 明 : 有 一 种 特殊 而 常用 
的 分 布 ， 它 的 分 布 曲线 是 有 规 
律 的 ,这 就 是 正 态 分 布 。 
如 左 图 所 示 ， 正 态 分 布 申 
线 的 特征 是 。 可 以 表示 成 一 条 
钟 形 曲线 ,有 一 个 最 高 点 ,在 这 
5 点 两 边 对 称 地 下 降 。 分 布 曲线 
取决 于 这 个 随机 变量 的 一 些 表 
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征 数 ， 其 中 最 重要 的 是 平均 值 和 差异 度 。 平 均值 也 叫做 数学 
期 望 ,差异 度 也 就 是 标准 方差 。 


( 九 ) 
一 般 地 ,如 果 用 X 表示 随机 变量 , 它 的 概率 分 布 是 
P(X=X)=D, 
它 的 平均 值 就 是 
5 peo 
嘟 么 ， 


CX) 一 二 


1 


就 是 偏离 的 平方 的 总 和 , 这 个 “偏离 的 平方 总 和 的 平均 值 就 
叫做 方差 。 记 成 
D2 (R= Era)p 
这 个 式 予 的 平方 根 
D.C VE Pp, ， 

就 叫做 标准 方差 。 

方差 D: 或 者 标准 方差 Du 都 刻画 了 随机 变量 取 值 和 平 
均 信 的 接近 程度 ,所 以 也 叫做 离散 度 。 方 差 越 小 ,说 明 随机 变 
其 取 值 的 差异 越 小 , 它 的 平均 值 代表 性 越 强 。 


数理 统计 的 内 容 


(一 ) 
数理 统计 包括 抽样. 适 线 问题 ,假设 答 验 ,方差 分 析 ,相关 
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分 析 等 方面 的 内 容 。 

我 们 对 一 个 研究 对 象 进行 调查 或 者 试验 的 时 候 ， 虽 然 多 
面 调查 是 最 完善 的 ,但 是 有 很 多 研究 对 象 不 介 许 这 样 做 ,有 时 
候 这 样 做 也 是 不 必要 的 ， 特 别 是 有 许多 调查 和 试验 是 带 有 破 
坏 性 的 ,全 面 调查 和 试验 就 更 不 可 能 了 。 比 如 ,工业 上 要 检查 
灯泡 的 耐用 时 间 , 就 要 把 灯泡 烧 掉 ,如 果 全 面试 验 就 要 把 所 生 
产 的 灯泡 都 烧 掉 。 又 比如 ， 农 业 上 要 在 小 麦 没 有 成 熟 前 估计 
产量 , 就 要 把 小 卖 收 来 对 它 的 株数 、 德 数 、 粒 数 、 粒 重 进行 计 
算 , 如 果 全 面 调查 ,就 要 把 小 麦 全 收割 下 来 。 这 些 都 是 不 允许 
的 。 因 此 , 调查 只 能 用 “抽查 一 部 分 ”进行 试验 的 方法 。 在 数 
理 统计 中 这 种 方法 就 叫做 抽样 ， 抽 出 的 部 分 叫做 子 样 或 者 叫 
做 样本 。 被 检查 对 象 的 全 体 相 对 于 子 样 来 说 就 叫做 母体 ， 也 
叫做 总 体 。 

抽样 检 均 是 要 通过 对 子 祥 的 调查 ， 来 推断 总 体 的 全 面 情 
况 。 究 竟 抽 多 少 合适 ,这 是 十 分 重要 的 。 抽 多 了 会 浪费 物资 、 
人 力 和 时 间 , 抽 少 了 代表 性 又 不 大 。 因 此 ,在 抽样 检查 中 就 生 
产 了 “小 子 样 ?理论 ,这 是 一 种 在 子 样 很 小 的 情况 下 ,进行 分 析 
判断 的 理论 。 

(=) 

适 线 问题 也 叫做 曲线 的 合 。 在 实际 中 ， 有 些 问 题 需要 根 
据 积累 的 一 些 经 验 数据 来 求 出 理论 分 布 曲线 ， 从 而 对 整个 阿 
题 得 到 了 解 。 这 祥 就 要 过 到 ， 根据 什么 原则 求 出 理论 分 布 胆 
线 ? 有 时 候 同一 问题 中 可 以 求 出 几 种 不 同 的 曲线 ， 如 何 比 较 
各 种 曲线 的 优 劣 ? 如 果 选 配 好 曲线 以 后 ， 又 怎样 判断 它 和 理 
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论 分 布 的 真 值 相差 多 少 昵 ? 这 些 问题 ， 就 属于 数理 统计 中 的 
适 线 问题 。 

假设 检验 是 指 在 用 数理 统计 方法 检验 产品 的 时 候 ， 先 作 
出 一 种 假设 ,这 个 假设 是 我 们 初步 希望 了 解 的 数值 ,叫做 原 候 
设 。 油 根据 抽样 观察 的 结果 在 一 定 可 笋 程度 上 对 原 假设 来 作 
出 判断 ,是 所 受 或 首 失 爷 原 假设 。 这 和 方法 就 叫做 候 设 检验 。 

{=) 

方差 分 析 也 叫做 离 差分 析 。 在 工农 业 生 产 中 ， 会 遇 到 此 
产 过 程 不 稳定 ,但 是 物 不 出 原因 的 情况 ,这 样 就 需要 进行 试验 
来 判断 哪些 因素 在 起 作用 。 或 者 改变 生产 条 件 的 时 候 ， 判 断 
对 产 是 质量 影响 比较 大 的 是 哪些 因素 。 方 差分 析 就 是 用 方 关 
的 慨 念 去 分 析 册 少数 试验 就 可 以 作出 的 判断 。 

根据 观察 某 些 现象 所 得 的 一 组 资料 ,运用 数学 方法 ,确定 
现象 的 荣 些 量 之 间 相 关 程 度 的 大 小 以 及 用 怎 祥 的 函数 关系 相 
联系 ,叫做 相关 分 析 。 

我 们 知道 方差 分 析 可 以 指出 哪些 因 案 有 比较 大 的 影响 ， 
哪些 因素 没有 影响 ， 但 是 不 能 指出 某 一 因素 的 影响 程度 。 相 
关 分 析 的 理论 解决 了 这 个 问题 ， 它 不 仅 可 以 定性 地 指出 哪些 
因素 有 密切 的 关系 ， 而 且 可 以 定 县 地 指 由 这 些 因素 之 间 生 的 
变化 关系 。 
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十 九 运 短 学 


“ 田 尽 赛马 ?的 道理 


(一 ) 

相传 战国 时 代 的 齐 国 ,有 一 个 大 将 名 叫 田 骂 。 有 一 天 , 齐 
王 提出 来 要 和 他 赛马 。 并 且 规 定 ,两 人 各 从 自己 的 上 等 马 ,中 
等 马 、 下 等 马 中 各 选 出 一 匹 马 来 参 加 比赛 , 比赛 结果 , 输 一 匹 
马 就 要 被 罚 干 金 。 

当时 ， 很 多 人 都 痊 田 忌 担心 。 认 为 按照 当时 间 等 级 的 马 
的 实力 来 说 ,国电 的 马 都 不 如 齐 王 的 ,这 次 比赛 田 尽 王 三 千金 
是 肯定 的 了 。 

田 尽 门 下 有 一 个 幕 父 名 叫 孙 入 ， 这 个 人 是 一 个 很 有 头脑 
的 军事 家 。 他 给 田 尽 出 了 一 个 主意 ， 让 田 妇 用 自己 的 下 等 马 
对 齐 王 的 上 等 马 ,用 上 等 马 对 齐 王 的 中 等 马 ,用 中 等 马 对 齐 王 
的 下 等 马 ， 这 样 就 能 只 输 一 匹 而 赢 两 匹 保 证 最 后 获胜 。 田 尽 
采用 了 和 孙 腕 的 办 法 。 

比赛 的 结果 ， 果 然 象 孙 爱 预料 的 那样 ， 四 鼠 的 下 等 马 输 
了 , 上 等 马 和 中 等 马 都 取得 了 胜利 , 田 信 不 但 不 输 三 千金 , 反 
而 两 胜 一 负 , 净 赢 干 金 。 
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(=) 

国 鼠 赛马 的 例子 说 明 在 已 有 的 条 件 下 , 经 过 筹划 、 实 排 ， 
选择 一 个 最 好 的 方案 ,就 会 取得 最 好 的 结果 。 

可 见 ,筹划 安排 是 十 分 重要 的 。 在 数学 上 ,利用 数学 工具 
谋求 最 优 安排 的 一 种 方法 对 做 运筹 学 。 

运筹 学 的 思想 早 在 古代 就 已 经 产生 了 。 敌 我 双方 交战 ， 
要 克 敌 制胜 就 要 在 了 解 双 方 悄 况 区 基础 上 ，、 作 出 最 优 的 对 付 
敌 方 的 办 法 。 我 国 古代 就 有 “运筹 惧 和 之 中 ,决胜 干 里 之 外 。 
的 说 法 。 

但 是 作为 一 门 数学 学 科 ， 用 纯 数学 方法 来 解决 最 优 方法 
的 选择 安排 , 却 是 晓得 多 了 。 也 可 议 说 ,运筹 学 是 在 本 世纪 四 
十 年 代 才 开始 兴起 的 一 门 分 支 。 

(三 ) 

运筹 学 主要 研究 经 济 活动 和 军事 活动 中 能 用 数量 来 表达 
的 有 关 策 划 、 管理 方面 的 问题 。 当 然 , 随 着 客观 实际 的 发 展 ， 
运筹 学 的 许多 内 容 不 但 研究 经 济 和 军事 的 活动 ， 有 些 已 深入 
到 日 常生 活 中 。 送 筹 学 可 以 根据 问题 的 要 求 ， 通 过 数学 上 的 
分 析 ,计算 , 得 出 各 种 各 样 的 结果 , 最 后 提出 综合 性 的 合理 安 
排 , 以 达到 最 好 的 效果 。 

随 着 科学 技术 和 生产 的 发 展 ， 运 筹 学 已 渗入 到 很 多 领域 
里 ,发 挥 了 越 来 越 重 要 的 作用 。 运 筹 学 本 身 也 在 不 断 地 发 展 ， 
现在 已 经 是 一 个 包括 好 几 个 分 支 的 数学 部 门 。- 

运筹 学 包括 的 分 支 有 规划 论 、 对 策 论 、 排 队 论 等 等 。 本 章 
正面 各 节 的 内 容 就 是 简要 地 介绍 这 些 数学 分 支 。 
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规 划 论 
《一 ) 

规划 论 的 研究 对 象 是 计划 管理 工作 中 有 关 安 排 和 估 值 的 
问题 ,解决 的 主要 问题 是 在 给 定 条 件 下 , 按 某 一 衡量 指标 来 寻 
找 安排 的 最 优 方案 。 在 生产 中 常用 的 方法 是 线性 规划 。 

待人 么 叫做 “线性 规划 ? 呢 ? 这 里 举例 说 明 一 下 。 

有 一 个 工厂 生产 4 和 8 两 种 产品 ,已 经 知道 每 生产 一 公 
斤 产品 4, 要 用 煤 9 吨 、 所 力 4 千 瓦 , 劳力 3 个 ( 按 工作 日 计 
算 ), 所 得 的 经 济 价值 是 7 万 元 ;而 每 生产 一 公斤 产品 B, 要 用 
媒 4 吨 ,电力 5 于 瓦 、 劳力 10 个 , 所 得 到 的 经 济 价值 是 12 万 
元 。 而 这 个 工厂 现 有 的 条 件 是 360 十 煤 、 电 力 200 干 瓦 ,劳力 
300 个 , 问 在 这 种 条 件 下 应 该 安排 生产 产品 44.B 各 多 少 公 
斤 ,才能 得 到 最 大 的 经 济 效果 ? 根据 这 个 问题 的 要 求 ,工厂 计 
划 人 员 可 以 列 出 数学 式 子 ,用 数学 语言 表示 。 比 如 , 设 这 个 工 
厂 生产 产品 4、B 分 别 是 fi、 xs 公斤 ,而 入 xa 应 该 满足 下 
列 约 束 条 件 ， 


gx1+4xs<<360, 
4x1+ 565x3200, 
3x1+10x2<300, 
0Xg 这 0。 
并 且 使 所 创造 的 财富 了 (x1,x2) 二 7x1 十 12xs 的 什 达 到 最 
大 。f(x1, za) 也 时 做 目标 函数 。 
从 这 蜂 可 以 看 出 ， 不 论 约束 条 件 或 者 目标 函数 都 是 呈 线 
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性 关系 的 。 因 此 ,在 规划 问题 中 , 凡 最 后 能 归结 成 上 面 形式 的 
数学 问题 ,就 叫 作 线 性 规划 问题 。 要 解决 上 述 类 型 的 问题 ,从 
理论 上 讲 都 要 解 线性 方程 组 。 因 此 解 线性 方程 组 的 方法 〈 比 
如 树 代 法 ) 以 及 关于 行列 式 、 矩 阵 的 知识 , 在 线性 规划 中 都 是 
非常 必要 的 数学 工具 。 
(=) 

线性 规划 有 多 种 方法 ， 我 国 数学 工作 者 在 实践 中 创造 了 
物资 调运 的 图 上 作业 法 ,这 也 景 属于 规划 论 的 ,下 面 作 简要 的 
介绍 。 

要 在 图 上 作业 , 首先 要 会 画 流 向 图 ,比如 4 是 发 货 点 发 
货 10 吨 ,8 是 收 货 点 收 货 10 吨 , 那 么 ,可 和 象 右 图 那样 标 出 ,4 
点 发 货 量 标 10, B 点 收 货 量 标 一 10， 4， Bo 
箭头 表示 流向 ， 箭 头 旁 边 的 数字 
(10) 叫做 流量 。 我 们 规定 , 流向 必 
须 画 在 前 进 方 岛 路 线 的 右 侧 。 并 且 不 能 通过 路 线 上 的 收 、 发 
点 和 交叉 点 (如 下 图 所 示 ), 当 在 一 段 路 上 有 几 个 同方 向 流向 
的 时 候 , 应 把 它们 合并 。 如 下 图 中 有 “正确 ” 二 字 所 标 出 的 。 


{10) 


& cs 0 = 

次 Bg ,A BB Co 
DN A 0 NAN 0 

Ds bs A BC 


(不 正确 ) 《正确 》 (正确 》 
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明确 了 上 面 的 规定 ,就 可 以 把 收 货 、 发 货 情 况 标 在 图 上 ， 
然后 我 们 研究 最 好 的 调运 方案 。 

要 求 最 好 的 方案 ， 就 要 避免 运输 中 的 浪费 现象 。 运 输 中 
浪费 一 般 讲 一 种 是 由 于 对 流 ， 一 种 是 由 于 迁 回 。 所 谓 对 流 就 
是 在 一 段 路 线 上 有 辣 一 种 物资 往返 运输 。 所 请 迁 回 ， 是 指 在 
组 成 一 个 图 的 运输 线 中 ,物资 由 甲 地 运 到 乙 地 不 是 走 小 半 轿 ， 
而 是 走 大 半 油 。 理 论 上 已 经 证 明 ,一 个 物资 调运 方案 ,如 果 没 
有 对 流 和 还 回 , 它 一 定 是 运输 力 最 节省 的 方案 ,也 就 是 最 优 方 
案 。 

醒 上 作业 法 正 是 寻求 这 种 最 优 方 案 的 一 种 方法 。 它 的 特 
点 是 简单 .方便 ,容易 掌握 。 

对 于 物资 调运 问题 ,还 可 以 用 表 上 作业 的 方法 ,这 种 方法 
是 通过 画 许 多 数 玫 来 说 明 具 体 步骤 和 原理 。 

{=) 

规划 论 除 了 用 在 物资 调运 工作 以 外 ， 还 可 用 在 工厂 中 对 
机 床 负荷 分 配 、 工 业 材 料 的 合理 下 料 等 寻求 最 优 方案 。 在 农 
村 中 还 可 以 对 作物 布局 ,劳力 调配 、 麦 场 ,机 井 .仓库 设置 等 问 
题 提出 科学 的 建议 ;此 外 ,在 水 利 ,建筑 中 对 合理 调配 土方 , 实 
施 多 、 快 ,好 ,省 的 施工 组 织 工作 都 有 一 定 的 作用 , 甚 全 对 于 选 
择 最 好 的 邮政 投递 路 线 , 合 理 分 配 邮 区 等 问题 ,线性 规划 都 是 
一 个 好 的 工具 。 

虽然 规划 论 的 基本 思想 和 一 些 简 单 的 方法 很 早 就 已 产 
生 , 但 规划 论 的 迅速 发 展 是 在 本 世纪 四 十 年 代 前 后 ,第 二 次 世 
界 大 战 时 期 ,生产 实践 需要 和 计算 机 的 发 展 ,大 大 刺激 了 规划 
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论 的 发 展 , 迫 切 需要 研究 物资 调运 ,下 料及 生产 组 织 等 问题 的 
数学 方法 。 因 此 ， 促 使 对 规划 论 在 理论 上 进行 了 一 些 本 质 人 性 
的 研究 ， 致 使 能 实际 求解 的 线性 规划 的 规模 念 来 愈 大 。 并 且 
规划 论 和 其 他 数学 分 支 的 联系 也 愈 来 您 多 ， 应 用 面 也 日 益 广 
泛 。 

对 非 线 性 的 规划 问题 ， 就 是 目标 溯 数 和 约束 条 件 的 数学 
方程 中 有 非 线性 的 方程 的 规划 问题 ， 数 学 工作 考 也 展开 了 研 
究 。 这 类 非 线性 规划 问题 在 实际 中 很 多 ,数学 模型 比较 复杂 。 
比如 还 有 一 种 规划 向 题 和 时 间 有 关 , 叫做 “动态 规划 ”。 近 年 
来 , 在 工程 控制 、 技术 物理 和 通讯 中 的 最 佳 控制 问题 中 ,已 经 
成 为 经 常 使 用 的 重要 工具 。 


排 
‘ 


论 
一 ) 


排队 论 是 运筹 学 的 又 一 个 分 支 ， 它 又 叫做 随机 服务 系统 


理论 。 它 是 研究 各 式 各 样 的 
人 们 排队 是 常见 的 现象 ， 


队 现 象 的 。 
不 仅 人 要 排队 , 东西 也 要 排队 ， 


比如 ,码头 的 船只 等 待 装 和 外 ,停车 场 的 出 租 汽车 等 待 租 桑 的 旅 
客 等 等 。 

这 里 有 一 个 问题 是 ,怎样 协调 “服务 机 构 ” 和 “服务 对 象 ” 
之 间 的 邓 盾 。 比 如 , 多 增加 一 些 出 租 汽车 , 旅客 就 方便 了 ,但 
是 服务 机 构成 本 增加 了 # 相反 地 , 服务 机 构成 本 下 降 , 但 是 旅 
客 排队 的 时 间 就 延长 了 。 设 法 寻求 能 够 达到 服务 标准 的 服务 
机 构 的 最 少 设备 ,使 得 在 满足 服务 对 象 条 件 之 下 ,服务 机 构 的 
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花费 最 为 经 济 ;就 是 排队 论 要 解决 的 主要 问题 。 
(=) 

因为 排队 现象 是 一 个 随机 现象 ， 因 此 在 研究 排队 现象 的 
时 候 ， 主 要 是 采用 研究 随机 现象 规律 的 概率 论 作 为 本 学 科 的 
主要 工具 。 此 外 ,还 要 用 到 微 积分 和 微分 方程 。 

排队 论 把 它 所 要 研究 的 问题 形象 地 描述 成 顾客 (比如 电 
话 用 户 \ 发 生 故 障 的 机 床 等 等 ) 来 到 服务 台 前 《比如 电话 线路 
维修 工人 等 等 ) 朗 求 接待 。 如 果 “ 服 务 台 ”已 被 其 他 顾客 占用 ， 
那么 就 得 排队 等 待 。 另 一 方面 ,服务 台 ” 也 时 而 空闲 ,时 而 仿 
碌 。 排 队 论 这 门 学 科 就 是 咀 过 数学 方法 求 顾客 等 待 时 间 、 排 
队长 度 等 的 概率 分 布 。 

排队 论 的 应 用 不 仅 是 上 面 所 讲 的 这 一 类 问题 ， 象 水 库 用 
水 量 的 调度 、 存储 问题 、 生产 流水 线 的 安排 、 铁路 分 车 场 的 调 
度 , 电 力 网 的 设计 等 , 志 都 可 以 运用 排队 论 的 基本 理论 来 进行 
计算 ,从 而 获得 最 合理 的 解决 办 法 。 


对 策 论 
(一 ) 

对 策 论 也 叫做 博弈 论 ， 本 章 开头 所 讲 的 田鼠 赛马 取胜 的 
例子 ,就 是 典型 的 对 策 论 问 题 。 作 为 运筹 学 的 一 门 分 支 ,对 策 
论 的 发 展 也 只 有 几 十 年 的 历史 。 系 统 地 创建 这 门 学 科 的 数学 
家 ,现在 一 般 公 认 是 美 籍 匈 亚 利 人 汉 - 庶 伊 万 (1903-1957) 。 

最 初 用 数学 方法 研究 “对 策 现象 ”是 在 国际 象棋 中 开始 
的 。 国 际 象棋 中 的 三 种 走 法 (自始至终 的 一 种 走 法 ) 必 定 存在 
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一 种 : 不 管 黑 方 怎样 行动 , 自 方 总 能 取胜 的 走 法 ; 或 者 不 管 白 
方 些 样 行动 , 黑 方 总 能 取胜 的 走 法 ;或 者 有 一 方 总 甬 保 证 达到 
和 局 的 走 法 。 

数学 家 们 把 对 于 有 利害 冲突 的 双方 在 竞争 性 的 活动 中 是 
否 存 在 自己 制胜 对 方 的 最 优 策略 ? 怎样 找 出 这 些 策略 ? 双方 
的 损耗 情况 等 , 用 数量 关系 来 描述 , 并 导 找 双方 最 优 策 略 , 这 
些 , 就 构成 了 这 门 对 策 论 的 研究 内 容 。 

(=) 

由 手 研 究 双 方 冲 突 、 制 胜 对 策 的 问题 ,所 以 这 门 学 科 在 军 
事 方 面 有 着 十 分 重要 的 应 用 。 比 如 ,在 战斗 中 , 甲 方 用 一 定数 
量 的 兵力 向 乙方 进攻 ,可 能 有 几 条 进攻 的 路 线 ; 乙 方 也 会 部 轩 
一 定数 量 的 兵力 ， 并 且 布 置 在 甲 方 可 能 进攻 的 路 线 上 。 在 这 
种 情况 下 , 甲 方 为 了 使 进攻 获得 最 大 战果 ,就 要 考虑 集中 一 路 
或 分 几 路 进攻 # 乙方 呢 ， 也 要 依据 甲 方 可 能 进攻 的 路 线 部 署 
自己 的 兵力 。 也 就 是 说 ， 甲 乙 双 方 都 要 寻求 自己 的 最 好 的 斗 
争 方法 ,在 数学 术语 上 叫做 寻求 最 优 纯 策略 。 

在 第 二 次 世界 大 战 中 ， 僻 姐 国 的 空军 和 海军 就 曾经 运用 
对 策 论 的 理论 解决 了 对 轴 心 国 的 潜艇 活动 、 舰 队 运 输 和 兵力 
部 署 调配 的 侦察 问题 ,取得 了 对 敌 斗 争 的 胜利 。 

近年 来 ,有 些 国家 的 数学 家 还 对 水 雷 和 舰艇 ,到 击 机 和 和夫 
炸 机 之 间作 战 、 追 综 等 问题 进行 了 研究 ,提出 了 追 光 双方 都 能 
由 决策 行动 的 数学 理论 。 


(三 ) 
对 策 论 发 展 的 趋势 已 和 人 工 模拟 结合 起 来 , 据 报导 ,国外 
31 


已 研究 了 一 种 下 棋 机 ， 就 是 把 国际 象 械 的 各 种 可 能 幢 法 都 
编 成 程序 , 送 入 电子 计算 机 , 对 方 走 一 步 , 电子 计算 机 就 选择 
事先 编 好 的 最 好 的 一 步 ， 电 子 计算 机 的 走 法 是 根据 对 策 论 的 
理论 进行 了 全 面 的 计算 的 ， 所 以 下 棋 机 的 走 法 都 是 最 优 的 走 
法 ,据说 已 达到 了 国际 象 洪 大 师 级 的 水 平 。 

对 策 论 现在 已 经 深入 到 经 济 , 文 体 ,教育 等 许多 领域 ， 比 
如 , 工厂 的 管理 问题 ， 球 外 的 比赛 问题 都 应 用 了 对 策 论 的 理 
论 。 这 些 说 明 对 策 论 的 应 用 是 十 分 广泛 的 。 
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二 十 符号 的 遇 辑 一 一 数理 逐 辑 


从 “四 色 问题 "获得 解决 谈 起 
(一 ) 
在 拓扑 学 那 章 里 ,我 们 曾经 介绍 过 “四 色 问 题 " ,1976 年 ， 
这 道 世界 著名 的 数学 难题 之 一 ,获得 了 证 明 , 这 件 事 兹 动 了 数 
学 界 。 当 美国 伊利 诺 斯 大 学 的 两 位 数学 家 把 他 们 的 研究 成 果 
发 表 的 时 候 ,当地 的 邮局 在 所 发 出 的 邮件 上 都 加 盖 了 “四 色 足 
够 "的 特制 邮 改 ,以 庆祝 这 一 礁 题 的 获得 解决 。 
关于 “四 色 问题 *, 据 说 最 早 是 由 德国 数学 家 莫 比 乌 斯 在 
1840 年 提出 来 的 ,1850 年 ,英国 数学 家 棣 么 甘 也 提出 了 “四 色 
足够 ”的 猜想 , 1870 年 , 英国 人 饥 菜 也 提出 了 同样 的 问题 。 但 
是 ,一 直 没 有 人 能 够 给 出 证 明 。 后 来 ,有 人 说 他 已 经 找到 了 这 
个 问题 的 证 明 ， 但 是 很 快 就 被 别人 发 现 他 的 证 明 在 推理 过 程 
中 有 错误 , 他 的 所 谓 证 明 只 能 对 五 色 来 说 是 正确 的 , 关于 “四 
色 足 够 "他 仍 没有 证 出 来 。 
(=) 
问题 的 提出 经 过 了 一 百 多 年 ， 许 多 感 兴趣 的 数学 家 为 它 
作 了 种 种 努力 ,探索 了 许多 办 法 ,但 是 一 直 没有 完全 解决 。 直 
213 


到 1976 年 ,两 位 美国 数学 家 河 佩 尔 和 黑 肯 在 高 速 电子 计算机 
的 协助 下 才 证 明了 这 一 猜想 的 正确 性 。 

这 个 问题 的 解决 有 些 什么 特点 呢 ? 最 大 的 特点 是 和 传统 
的 数学 证 明 不 大 一 样 。 证 明 过 程 中 的 一 些 关键 思想 是 通过 电 
子 计算 机 实现 的 。 据 报导 在 证 明 “ 四 色 足 够 ”的 时 候 , 数学 家 
利用 电子 计算 机 花 了 1200 小 时 , 作 了 上 百 亿 个 沙 辑 判断 , 才 
全 部 解决 问题 。 这 是 应 用 数理 逻辑 和 计算 方法 的 一 项 非凡 的 
成 就 。 

《三 ) 

通过 “四 色 问 题 ” 的 证 明 , 使 人 们 更 加 重视 数理 逻辑 这 门 
学 科 。 那 么 ,什么 是 数理 收 辑 呢 ? 

逻辑 是 探索 、 阅 述 和 确立 有 效 推理 的 不 则 的 学 科 , 最 时 是 
由 十 希腊 学 者 亚 里 士 多 德 创建 的 。 用 数学 方法 研究 关于 推 
理 、 证 明 等 问题 的 一 门 学 科 就 叫做 数理 逻辑 。 它 也 叫做 符号 
逻辑 。 


数理 逻辑 的 产生 


(一 ) 

利用 计算 的 方法 来 代替 人 们 思维 中 的 逻辑 推理 过 程 ， 这 
种 想法 早 在 十 七 世纪 就 有 人 提出 过 。 莱 布 尼 欧 就 曾经 设想 能 
不 能 创造 出 一 种 “通用 的 科学 语言 ”, 可 以 把 推进 的 过 程 象 数 
学 一 样 利用 公式 来 进行 计算 ， 从 而 得 出 正确 的 结论 。 由 于 当 
时 的 社会 条 件 ， 他 的 想法 并 没有 实现 。 但 是 他 的 思想 却 是 现 
代数 理 有 逻辑 部 分 内 容 的 萌芽 ,从 这 个 意义 上 说 , 莱 布 尼 获 的 思 
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想 可 以 说 是 数理 逻辑 的 先驱 。 

1847 年 ,英国 数学 家 布尔 (1815-1864) 发 表 了 “逻辑 的 数 
学 分 析 », 建 立 了 “布尔 代数 ”, 才 创造 了 一 套 符号 系统 ,利用 符 
号 来 玫 示 逻辑 中 的 各 种 概念 。 布 尔 建立 了 一 系列 的 运算 法 
则 ,利用 代数 的 方法 研究 逻辑 问题 ,初步 奠定 了 数理 逻辑 的 基 
础 。 
{=) 

十 九 世 纪 末 二 十 世纪 初 ， 数 理 逻 辑 有 了 比较 大 的 发 展 ， 
1884 年 ,德国 数学 家 弗 雷 格 (1848~1925) 出 版 了 < 数论 的 基础 > 
一 书 ,在 书 中 引入 量词 的 符号 ,使 得 数理 多 辑 的 符号 系统 更 加 
完备 。 

对 这 门 学 科 的 建立 做 出 贡献 的 ,还 有 美国 人 皮尔 斯 ,他 也 
在 著作 中 引入 了 逻辑 符号 。 从 而 使 现代 数理 迎 辑 最 基本 的 理 
论 基 础 逐步 形成 ,成 为 一 门 独立 的 学 科 。 


数理 逻辑 的 内 容 


(一 ) 

数理 逻辑 包括 哪些 内 容 呢 1 这 里 我 们 先 介绍 它 的 两 个 最 
基本 的 也 是 最 重要 的 组 成 部 分 ,也 就 是 “命题 演算 "和 “诗词 演 
算 ”。 

.命题 演算 是 研究 关于 命题 如 何 通 过 一 些 逻 辑 连接 词 构成 
更 揽 杂 的 命题 以 及 逻辑 推理 的 方法 。 什 么 是 命题 兄 ? 命题 是 
指 具有 具体 意义 的 又 能 判断 它 是 真 的 或 者 是 假 的 句子 。 在 数 
学 中 ,命题 一 般 都 用 4,8,…、P,Q、… 等 来 表示 。 上 比如 ， 
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4 :北京 是 中 国 的 首都 。 

了 :凡是 直角 都 相等 。 

P: 二 乘 二 等 于 五 。 

@: 煤 球 是 白 的 。 

这 几 个 句子 都 是 能 够 判断 它 的 真 假 和 具有 具体 意义 的 句 
子 , 所 以 时 做 命题 。 从 句子 中 , 我 们 可 以 判断 出 命题 4 3 是 
真 的 ,命题 P,8 是 假 的 。 

通常 用 “1” 表示 命题 的 真 , 用 “f” 表 示 命 题 的 假 。 命 题 的 
嘉和 假 , 叫做 命题 的 真 假 值 ， 或 者 叫做 真 售 。 这 样 , 上述 四 个 
命题 中 ,命题 4,8 的 实 值 是 + ,命题 P.@ 的 真 值 就 是 所 

这 几 个 命题 都 是 由 简单 的 甸子 构成 的 ， 我 们 就 把 它们 叫 
做 简单 命题 。 如 果 把 简单 的 命题 通过 一 些 逻 辑 连接 词 连 起 
来 ,就 可 以 组 成 复合 命题 。 

最 基本 的 五 个 连接 词 是 :“ 或 "、“ 与 "、“ 非 ”"、“ 着 wo， 
则 -……”、“ 当 且 仅 当 ”。 这 些 连 接 词 分 别 用 符号 “V”、“ 信 ”、 
“< 四 来 表示 。 比 如 ， 

命题 呈 , 小 王 今天 去 上 班 。 

命题 :小 王 今天 去 看 电影 。 
那么 命题 PYQ 就 表示 :小 王 今天 去 上 班 或 去 看 电影 , 读 作 “ 卫 
或 8”。 命 题 了 AQ 表示 ， 小 王 今 天 去 上 班 和 看 电影 , 读 作 “P 
与 Q”。 命 题 1P 表 示 原 命题 卫 的 否定 , 也 就 是 小 王 今天 不 去 
上 班 , 读 作 “ 非 P”。 


喇 ” 表 示 连 接 词 的 符号 有 很 多 种 ,这 里 所 举 的 只 是 常用 的 一 种 。 
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再 举例 来 说 ,如 

命题 X; 三 角形 4BC 有 两 个 角 相 等 。 

命题 了 :三 角形 4BC 是 等 腰 三 角形 。 
那么 命题 X>Y 读 作 “车 则 了 Y”, 克 示 如 果 三 角形 有 两 个 角 
想 等 ， 则 它 是 等 腰 三 角形 。 命 题 < 一 > 了 读 作 “X 当 且 仅 当 
了 ”, 表 示 三 角形 有 了 两 个 角 相 等 当 且 仅 当 它 是 等 腰 三 角形 。 

《二 ) 

经 过 人 逻辑 连接 词 的 作用 所 形成 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 是 
什么 呢 ? 它 和 原 简单 命题 的 真 值 又 有 什么 关系 呢 ? 一 般 可 以 
通过 列表 来 表示 ,这 种 表 叫 做 真 值 表 。 下 面 就 是 五 种 真 值 表 ， 


命题 | P| ?| 

真 | :| 7 卫 是 真 的 ,了 就 是 假 的 。 

值 17 了 | 

了 | 8 PV 

4 上 | | : 了 和 @ 有 一 是 真 的 ,PVQ 就 是 真 的 。 
4 | 

f 是 + 

ff|r 

P| Q|PAQ 

tiijt 了 P 和 0 同时 都 是 真 的 ,PAQ 才 是 真 
1 | 

站， 7 的 。 

了 
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[= QPo0 

[jj | 只 有 当 了 是 真 的 ,Q 是 假 的 时 候 ， 
pl P~O 是 假 的 ,其 余 都 是 真 的 。 
rif t 

rie Pe 

re 只 有 当 忆 和 0 同 是 真 的 或 同 是 假 的 
rely 

ri 时 候 ，P<->0 才 是 真 的 。 

tli| ss 


对 于 任意 的 复合 命题 都 可 以 用 .上 述 真 值 表 作 根 据 ， 然 后 

列 出 表 来 加 以 分 析 。 
《三 ) 

如 果 我 们 把 命题 看 作 运 算 的 对 象 ,如 同 代数 中 的 数字 、 字 ， 
母 或 代数 式 ,而 把 逻辑 连 孩 词 看 作 运 算 符 号 , 象 代数 中 的 “+ 、 
一 ,x ,二 "那样, 那么 由 篇 单 命题 组 成 复合 命题 的 过 程 , 就 可 
以 当 作 他 辑 运 算 的 过 程 ,也 就 是 命题 演算 。 

这 样 的 逻 丝 运算 也 同 代 数 运算 一 样 具 有 一 定 的 性 质 ， 满 
足 一 定 的 运算 规律 。 例 如 满足 交换 律 、 结合 律 ,分配 律 , 同时 
也 满足 逻辑 上 的 同一 律 .吸收 律 , 双 否定 律 , 狄 摩根 定律 ,三 段 
论 定律 等 等 。 利 用 这 些 定律 ,我 们 可 以 进行 逻辑 推理 ,可 以 简 
化 复合 命题 ,可 以 推 证 两 个 复合 命题 是 不 是 等 价 ,也 就 是 它们 
的 真 值 表 是 不 是 完全 相同 等 等 。 
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两 个 命题 了 和 0 等 价 , 用 符号 “二 ”表示 , 也 就 是 Pe=O。 
比如 ,逻辑 运算 满足 ， 
交换 律 , 对 任何 命题 P.O 都 有 
PVQ=QV P,PAQEOAP, 
结合 律 , 对 任何 命题 P.Q、 玉 都 有 
(PYQ)YV RssPV (QV R), 
(PAQ) AR==PA (QAR), 
分 配 律 , 对 任何 命题 P,Q、R 都 有 
[| MPYR), 
PA(QVR)=(PAQ) VY (PAR), 
同一 律 :对 任何 命题 了 都 有 
PV fesP, 
PYV taaty 
[A 
PAt=aP, 
余 补 律 ; 对 任 条 命题 了 都 有 
PY1P=t, PA1P=f。 
(®) 
命题 演算 的 一 个 其 体 模型 就 是 邮 辑 代数 。 远 辑 代 数 也 叫 
做 开关 代数 , 它 的 基本 运算 是 逻辑 加 带 辑 梁 和 逻辑 非 , 也 就 
是 命题 演算 中 的 “或 ?"“ 与 ?和 * 非 *, 运 算 对 象 只 有 两 个 数 0 和 
1 ,相当 于 命题 演算 中 的 “ 真 ? 和 “ 假 。 
逻辑 代数 的 运算 特点 同 电路 分 析 中 的 开 和 关 、 高 电位 和 
低 电位 、 导 电 和 截止 等 现象 完全 一 样 , 都 只 有 两 种 不 同 的 状 
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态 ,因此 , 它 在 电路 分 析 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

利用 电子 元 件 可 以 组 成 相当 于 逻辑 加 、 逮 辑 乘 和 录 辑 非 
的 门 电路 ， 就 是 淫 辑 元 件 。 还 能 把 简单 的 逻辑 元 俏 组 成 各 种 
逻辑 网 络 ， 这 样 任何 复杂 的 次 类 关系 都 可 以 由 逻辑 元 件 经 过 
适当 的 组 合 来 实现 ,从 而 使 电子 元 件 具有 逐 竹 判断 的 功能 。 
因此 ,在 自动 控制 方面 有 重要 的 应 用 。 

(五) 

谓词 演算 也 叫做 命题 函 项 演算 。 在 请 词 演算 里， 把 命题 
的 内 部 结 袍 分 析 成 具有 主 词 和 谓词 的 逻辑 形式 ,由 命题 阔 项 、 
逻辑 连接 词 和 重 词 构成 命题 ， 然 后 研究 这 样 的 命题 之 间 的 有 
辑 推 理 关 系 。 

什么 叫做 命题 函 项 呢 ? 命题 中 项 是 指 除了 含有 常 项 以 外 
还 含有 变 项 的 逻辑 公式 。 常 项 是 指 一 些 确定 的 对 象 或 者 确定 
的 属性 和 关系 ! 变 项 是 指 一定 范 围 内 的 任何 一 个 ,这 个 范围 叫 
做 变 项 的 变 域 。 命 题 函 项 和 命题 演算 不 同 , 它 无 所 谓 真 和 假 。 
如 果 以 一 定 的 对 象 概念 代替 变 项 ， 那 么 命题 函 项 就 成 为 真 的 
或 假 的 命题 了 。 

举例 来 说 ,如 果 “* 是 偶数 ”是 一 个 命题 滞 项 , 其 中 x 是 变 
项 ,“ 是 偶数 ”是 常 项 。 我 们 把 一 些 数 6、8 ,10 代入 x, 那么 这 
个 命题 就 成 为 真 命 略 ,因为 “6 是 偶数 ”、“ 8 是 偶数 ”".…“10 是 侦 
数 ” 都 是 真 的 。 如 果 把 一 些 数 3、5 代入 x, 那 就 成 为 假 命 是 
了 ,因为 “3 是 偶数 "“5 是 偶数 ?都 是 假 的 。 

量词 服 常 用 的 家 全称 量词 和 存在 县 酒 两 种 。 全 称 量 词 是 
“任何 x,…"…” 一 般 用 符号 “Y*” 表 示 , 比如“VYx(z>0)” 表 
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示 “ 任 何 *,x>0?", 也 就 是 表示 “ 凡 数 的 平方 都 大 于 0 。 存 在 量 
词 是 “有 xz,…? 一 般 用 符号 ^ 习 2 表示 ,比如 “3 x(5<x<7)” 表 
示 “ 有 x, 5 <x<< 7”, 也 就 是 裘 示 “ 有 数 介 于 5 和 7 之 间 ”。 

命题 函 项 加 上 全 称 量词 或 者 存在 量词 ， 那 么 它 就 成 为 全 
称 命题 或 者 特 称 命题 了 。 比 如 ,“x 是 奇数 "是 命题 函 项 ,加 上 
全 称 是 调 后 变 成 “ 凡 x 是 奇数 ?就 是 全 称 命题 ,加 上 存在 昔 词 后 
变 成 “有 zx 是 疝 数 "就 是 特 称 命题。 


数理 钦 辑 的 发 展 
(一 ) 

数理 逻辑 这 门 学 科 建 立 以 后 ,发 展 比较 迅速 ,促成 它 发 展 
的 因素 也 是 多 方面 的 。 比 如 , 非 欧 几 何 的 建立 , 促使 人 们 去 研 
究 非 爽 几何 和 欧 氏 几 何 的 无 矛盾 性 ， 就 促进 了 数理 未 辑 的 发 
展 。 

集合 论 的 产生 是 近代 数学 发 展 的 重大 事件 ， 但 是 在 集合 
论 的 研究 过 程 中 ， 出 更 了 一 次 被 称 做 数学 史上 的 第 三 次 大 危 
机 。 这 次 危机 是 由 于 发 现 了 和 集合 论 的 个 论 引起 的 。 什 么 是 
悖 论 呢 ? 停 论 就 是 逻辑 矛盾 。 集 合 论 本 来 是 论证 很 严格 的 一 
个 分 支 ， 被 公认 是 数学 的 基础 。1903 年 ， 英 国 唯 心 主义 哲学 
家 、 逻 辑 学 家 、 数学 家 罗素 (1872-1970) 却 对 集合 论 提出 了 以 
他 名 字 命 名 的 “罗素 悼 论 ”, 这 个 悖 论 的 提出 凡 平 动摇 了 整个 
数学 基础 。 罗 素 停 论 中 有 许多 例子 ， 其 中 一 个 很 通俗 的 例 
子 ,现在 简 述 如 下 : 

某 乡村 有 一 位 理发 师 , 他 宣布 一 项 原则 ,他 给 而 且 只 给 本 
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村 那些 不 给 自己 刊 脸 的 人 刊 脸 。 那 么 就 产生 了 一 个 问题 ， 理 
发 师 给 他 自已 刮 脸 吗 f 如 果 他 给 自己 乔 险 ， 那 就 违背 了 他 的 
承 则 * 各 果 他 不 给 自己 刮 脸 ,按照 他 的 原则 ， 他 又 应 该 由 他 家 
已 来 弄 脸 。 这 就 产生 了 了 矛盾 。 

用 集合 论 的 形式 可 以 把 这 类 例子 表示 成 ， 设 NN 是 一 个 集 
合 , 它 是 由 那些 不 属于 元 素 x 自身 的 元 素 组 成 的 , 记 成 * 生 xX， 
就 是 . 

N={xlx$FEx}。 

那么 , N 是 否 属于 集合 N 呢 ? 如 果 入 不 属于 义 , 按照 定义 
不 属于 自身 的 元 索 应 该 属于 集合 NN, 就 是 NEN, 这 就 产生 了 
了 矛盾。 如果 访 属于 丸 , 就 是 属于 它 自身 ,那么 按照 定义 它 不 应 
该 是 集合 入 的 元 素 , 就 是 如 全 NN, 这 也 是 矛盾 的 。 这 就 是 
说 ,无 论 在 什么 情况 下 总 是 自 相 矛 盾 的 。 

自 论 的 提出 ， 促 使 许多 数学 家 去 研究 集合 论 的 无 子 拓 性 
问题 ,从 而 产生 了 数理 逻辑 的 一 个 重要 分 支 一 公理 集合 论 。 
(=) 

非 哆 凡 稳 的 产生 和 集合 论 侍 论 的 发 现 ， 证 明 数 学 本 身 还 
存在 许多 问题 ,为 了 研究 数学 系统 的 无 矛盾 性 问题 ,需要 以 数 
学 理论 系统 的 概念 、 命 题 , 证 明 靠 作 为 杀 究 对 象 , 研究 数学 系 
统 的 园 辑 结构 和 证 明 的 规律 ， 这 样 又 产生 了 数理 逻辑 的 另 一 
个 分 支 一 一 证 明 论 。 

数理 逻辑 新 近 还 发 展 了 许多 新 的 分 支 ,如 递归 论 ,模型 论 
等 。 递 归 论 主要 是 研究 可 计算 性 的 理论 ， 它 和 电子 计算 机 的 
发 展 和 应 用 有 密切 的 关系 。 模 型 论 主要 是 研究 形式 系统 和 数 
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学 模型 之 间 的 关系 。 
(=) 

数理 逻辑 近年 来 发 展 特别 迅速 ， 主 右 的 原因 是 这 门 学 科 
对 于 数学 其 他 分 支 如 集合 论 、 数论 , 代数 、 拓扑 学 等 等 的 发 展 
有 重大 影响 ， 特 别 是 对 新 近 形 成 的 计算 机 科学 的 发 展 起 了 推 
动作 用 。 反 过 来 ,其 他 学 科 的 发 展 也 推动 数理 逻辑 的 发 展 。 

正 因 为 它 是 一 门 新 近 兴起 而 又 发 展 很 块 的 学 科 ， 所 以 它 
本 身 也 存在 许多 问题 有 待 于 深入 研究 。 现 在 许多 数学 家 正 针 
对 数理 逻辑 本 身 的 问题 ,进行 研究 解决 。 

总 之 ,这 门 学 科 的 重要 性 已 经 十 分 明显, 它 已 经 引起 了 更 
多 的 人 的 关心 和 重视 。 
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= 二 一 计算 数学 


什么 是 计算 数学 ? 
(一 ) 

更 代 的 科学 技术 发 展 十 分 迅速 ,它们 有 一 个 共同 的 特点 ， 
就 是 都 有 大 量 的 数据 问题 。 

比如 ， 发 射 一 颗 探 测 宇 宙 奥 秘 的 卫星 ， 从 卫星 设计 开始 
到 发 射 、 回收 为 止 , 科学 家 和 工程 技术 人 员 、 工 入 就 要 对 卫星 
的 总 体 、 部 件 进行 多面 的 设计 和 生产 , 买 对 选用 的 火箭 进行 设 
计 和 生产 ， 这 里 面 就 有 许 许多 多 的 数据 要 进行 准确 的 计算 。 
发 射 和 回收 的 时 候 ， 又 有 关于 发 射 角度 、 轨 道 、 遥控 、 回收 下 
落 角度 等 等 需要 进行 精确 的 计算 。 

又 如 ， 在 高 能 加 速 器 里 进行 高 能 攀 理 实验 ， 研 究 具有 很 
高 能 量 的 基本 粒子 的 性 质 , 它 们 之 间 的 相互 作用 和 转化 规律 ， 
这 里 面 也 有 大 量 的 数据 计算 问题 。 

计算 问题 可 以 说 是 现代 社会 各 个 领域 普遍 存 在 的 共同 问 
题 ,工业 ,农业 ,商业 、 交通 运输 业 , 医疗 卫生 文化 教育 等 等 ， 
那 一 行 那 一 业 都 有 许多 数据 需要 计算 ,通过 数据 进行 分 析 , 以 
便 掌握 事物 发 展 的 规律 。 
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{=) 

研究 计算 问题 的 解决 方法 和 有 关 数 学 理论 问题 的 一 门 学 
科 就 叫做 计算 数学 。 

计算 数学 属于 应 用 数学 的 范 财 ， 它 主要 研究 有 关 的 数学 
和 逻辑 问题 怎样 由 数字 息 动 计算 机 加 以 有 效 解决 。 

电子 计算 机 产生 以 后 , 几 十 年 来 , 随 闫 科技 事业 的 发 展 ， 
计算 机 已 由 第 一 代 发 展 到 现在 的 第 四 代 ， 并 且 正 在 研制 计算 
速度 更 快 的 第 五 代 ,可 说 是 日 新 月 异 、 进 展 迅猛 异常 。 加 上 生 
产 实 践 希 要 计算 的 问题 越 来 越 复杂 ， 这 些 都 大 大 地 推动 了 计 
算数 学 的 发 展 。 


计算 数学 的 基本 内 容 
(一 ) 
计算 数学 原来 包括 计算 方法 和 程序 设计 两 大 部 分 。 近 年 
来 ,由 于 电子 计算 机 科学 的 发 展 ,程序 设计 这 部 分 内 容 进 展 迅 
速 , 而 且 已 趋向 于 独立 地 成 为 一 门 分 支 学 科 , 下 面 我 们 单列 成 
章 加 以 介绍 ,这 里 就 内 简要 氢 述 计算 方法 。 
计算 方法 也 叫做 数值 计算 方法 或 者 数值 数学 。 主 要 内 容 
包括 代数 方程 、 线性 代数 方程 组 、 微 分 方程 的 数值 解法 , 函数 
的 数值 逼近 问题 , 矩阵 特征 值 的 求法 , 最 优化 计算 问题 , 概率 
统计 计算 问题 等 等 , 还 包括 解 的 存在 性 . 唯一 性 收 伍 性 和 误 
差分 析 等 理论 问题 。 
(二 ) 
我 们 知道 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 不 存在 求 根 公式 ， 
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因此 ,要 求 出 五 次 以 上 的 高 次 代数 方程 的 解 ,一 般 只 能 求 它 的 
近似 解 ， 求 近似 解 的 方法 就 是 数值 分 析 的 方法 。 对 于 一 般 的 
超越 方程 ,如 对 数 方程 ,三 角 方 程 等 等 也 只 能 采用 数值 分 析 的 
办 法 。 怎 样 找 由 比较 简捷 ,误差 比较 小 ,花费 时 间 比 较 少 的 计 
算 方法 是 数值 分 析 的 主要 课题 。 

在 求解 方程 的 办 法 中 ,常用 的 办 法 之 一 是 迭代 法 ,也 叫做 

迭代 法 的 基本 思想 是 这 样 的 ， 

对 于 一 般 的 一 元 方程 总 可 以 写成 (x) = 0 的 形式 。 我 们 
把 它 改 写成 


x=g(*) 
的 形式 。 然 后 选择 一 个 已 知 数 xe 作为 所 求 方程 的 第 一 个 近似 
解 ,我 们 把 这 个 解 叫做 初始 值 。 当 然 , 这 个 解 可 能 和 要 求 的 真 
正解 有 很 大 的 误差 。 
我 们 把 Xo 代入 方程 中 ,得 到 

= g(x0)o 
zi 作为 第 二 个 近似 解 ,再 把 x 代入 方程 中 ,又 得 到 

Xa= g(x1)o 
这 样 继续 下 去 ,就 有 
xs= g(x3), 
Xa g(xs), 
Xe 一 (xn 

如 果 | xrr: 一 ze|<e 的 时 候 ,我 们 就 停止 选 代 。 这 里 * 是 
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一 个 预先 给 定 的 数 , 它 根据 问题 要 求 的 精确 度 来 确定 。 比 如 ， 
雪 所 求 的 近似 解 精 确 到 小 数 点 后 四 位 小数 ,可 了 肥 s 二 0.00005。 
如 果 |x。_1 一 x 确实 小 于 。， 我 们 就 可 以 认为 第 n+1 个 近似 
解 x。 就 是 所 求 方程 的 近似 解 。 这 个 时 候 解 fosx4，… ,Xots 
的 序列 是 收敛 的 。 

(三 ) 

上 面 所 讲 的 迭代 法 的 计算 是 比较 简单 的 ， 是 比较 容易 进 
行 的 。 但 是 ,这 种 办 法 一 定 能 求 出 近似 解 吗 ! 也 就 是 说 , 解 的 
序列 os ms …， xi 一 定 收 敏 吗 ? 事实 上 并 不 完全 这 样 。 
因此 ,怎样 改写 原 方程 使 得 选 代 过程 收 敏 ， 怎 桩 选择 初 值 xo， 
使 选 代 次 数 少 、 精 攀 度 高 , 便 引 起 许多 人 的 兴趣 , 出 现 了 许多 
的 适 代 办 法 。 比 如 ， 著 名 的 牛 祝 法 便 是 常用 的 方法 之 一 。 它 
的 特点 是 把 方程 f(x) = 0 改写 成 下 列 形式 ， 
es) 

f(r) ? 
其 中 ,f(x) 是 fx) 的 一 阶 导数 。 这 种 方法 的 收 伊 速度 要 比 
普通 选 代 法 快 一 些 。 

先 代 法 还 可 以 用 来 求 线性 代数 方程 组 的 解 。 求 方程 组 的 
近似 解 也 要 进 择 适当 的 迁 代 公式 ,使 得 收敛 速度 快 ,近似 误差 
小 。 

在 线性 代数 方程 组 的 解法 中 ,常用 的 有 塞 德尔 选 代 法 、 共 
元 斜 量 法 、 超 松弛 选 代 法 等 等 。 此 外 ,一 些 比较 古老 的 普通 消 
去 法 ,如 高 斯 法 、 追 赶 法 等 等 , 在 利用 电子 计算 机 的 条 件 下 也 
得 到 广泛 的 应 用 。 这 些 方法 这 里 不 作 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 
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Xa+1= Xs 


参 冯 有 关 计 算数 学 的 资料 。 
(四 ) . 

在 计算 方法 中 ,数值 让 近 也 是 常用 的 基本 方法 之 一 。 所 
谓 通 近 就 是 近似 代 状 ， 也 就 是 用 简单 的 函数 9(x) 去 近似 代 
蔡 比 较 复杂 的 函数 信 x), 或 者 代替 不 能 用 解析 表达 式 青 示 的 
函数 。 

举例 来 说 ， 在 实验 中 我 们 观测 到 某 种 物体 的 长 度 和 温度 
有 一 定 的 函数 关系 , 当 温 度 是 0"C 的 时 候 , 长 度 是 ,10"C 的 
时 候 是 is, 20°C 的 时 候 是 ja, 那么 在 0"C 到 20"C 之 间 的 任 
一 温度 的 时 候 ， 物 体 的 长 度 是 多 少 呢 1 如 果 一 点 一 点 去 测量 
是 很 麻烦 的 , 因此 , 可 以 设法 用 一 个 函数 g(x) 去 近似 代替 上 
述 函 数 关 系 。 这 样 就 可 以 通过 求 任意 一 点 上 函数 9(x) 的 值 
去 近似 代替 所 求 点 上 原 函 数 的 值 。 这 里 函数 9(x) 一 般 是 简 
单 的 函数 ,常常 用 多 项 式 遂 数 或 者 有 理 函 数 表 示 。 

数值 逼近 的 基本 方法 是 插值 法 。 初 等 数学 里 的 三 角 烹 数 
表 、 对 数 表 有 一 项 修正 值 ， 它 就 是 根据 插值 法 制 成 的 。 一 般 
地 ,已 知 某 个 函数 8 一 六 xz) 在 xoyxl 两 点 的 函数 值 是 加 和 2 

而 且 区 间 (xo,x4) 比 较 小 , 我 们 

Pgtx) ”可 以 用 直线 来 近似 代替 曲线 
WO fx) 

如 左 图 所 示 , 直 线 PoPi 的 
方程 是 ， 


x YY 一 _z 一 2 
下 一 J 太一 2 


y 


就 是 


bk 


#=go+t (x 一 to)。 
这 祥 , 我 们 可 以 取 


g(x) f(x0) + EDL) (4— #0) 


m1—z0 


作为 近似 代替 f(x) 的 函数 ,叫做 播 值 函数 , 这 里 x。, x 是 已 
知 数 。 这 种 插值 的 办 法 叫做 线性 插值 法 。 

如 果 已 知 函数 f(x) 在 三 个 点 xo, x1，xs 上 的 函数 值 , 可 
以 利用 二 次 播 值 (或 叫做 抛物 插值 ) ,也 就 是 在 区 间 上 ,用 抛物 
线 来 近似 代替 函数 f(x)。 

这 样 类 推 下 去 ,已 知 函 数 (x) 在 n+1 个 点 上 的 函数 值 ， 
就 可 以 作 4 次 插值 。 常 用 的 插值 法 有 很 多 种 ， 可 根据 情况 选 
用 。 

《五 ) 

在 遇 到 求 瑟 数 的 微分 和 积分 问题 的 时 候 ， 如 何 利用 简单 
的 函数 去 近似 代替 所 给 的 函数 f(x), 以 便 容易 求 导 和 求 积分 
也 是 计算 方法 的 一 个 主要 内 容 。 这 个 时 候 ， 可 以 利用 播 值 函 
数 来 代替 已 知 的 函数 有 (*)。 

在 数值 积分 中 常用 的 方法 
有 梯形 公式 等 。 举 例 来 说 ,如 
右 图 所 示 , 要 求 函数 f(x) 在 区 
间 Ce, 四 .上 的 积分 。 最 简单 的 
是 用 梯形 面积 来 代替 曲 边 梯形 
的 面积 。 就 是 
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fierar~ Peps)as= 0 + KD), 


《六 》 

微分 方程 的 数值 解法 也 是 近似 解法 。 常 微分 方程 的 数值 
解法 有 欧 勒 法 、 预 测 一 校正 法 等 。 偏 微分 方程 的 初 值 问题 或 
边 信 问 题 ,目前 常用 的 是 有 限 差 分 法 ,有限 元 素 法 等 。 

有 限 差 分 法 的 基本 思想 是 用 离散 的 ， 只 含有 有限 个 未 知 数 
的 差分 方程 去 代替 连续 变量 的 微分 方程 和 定 解 条 件 ， 求 出 差 
分 方程 的 解 作为 所 求 偏 微分 方程 的 近似 解 。 

有 限 元 素 法 是 近代 才 发 展 起 来 的 ， 它 是 以 变 分 原理 和 前 
分 插值 作为 基础 的 方法 。 在 解决 桶 疯 型 方程 边 值 问题 上 得 到 
广泛 的 应 用 。 目 前 ， 有 许多 人 正在 研究 用 有 限 元 素 法 来 解 双 
曲 型 和 抛物 型 的 方程 。 

计算 数学 的 内 容 十 分 丰富 ,近年 来 ,计算 数学 和 其 他 学 笠 
根 结合 ,产生 了 许多 新 的 分 支 ,如 , 计算 力学 、 计 算 地 角 学 、 计 
算 物理 .计算 化 学 ,计算 生物 学 等 , 随 着 科学 技术 的 发 展 ,计算 
数学 正在 发 挥 越 来 越 大 的 作用 。 
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二 十 二 程序 设计 


计算 数学 的 一 个 分 支 
(一 》 
前 面 已 经 讲 过 计算 数学 包括 两 大 部 分 ， 其 中 的 程序 设计 
由 于 计算 机 科学 的 发 展 ， 已 经 促使 这 部 分 内 容 发 展 成 为 一 个 
独立 的 分 支 。 
什么 叫 向 程序 设计 呢 ? 这 里 首先 要 简单 地 谈 一 痰 电子 数 
字 计 算 机 是 怎样 解决 一 个 数学 计算 问题 的 。 用 电子 计算 机 解 
决 一 个 科学 计算 问题 ,首先 要 把 问题 数学 化 ,也 就 是 先 要 建立 
数学 模型 ， 所 谓 数 学 模型 就 是 数学 公式 或 者 方程 。 其 次 要 考 
虑 用 什么 方法 去 解 这 个 数学 问题 。 然 后 再 研究 如 何 把 它 变 成 
计算 机 能 够 执行 的 各 个 计算 步 邓 。 我 们 把 每 一 个 步骤 叫做 一 
条 指令 ,一 系列 的 指令 组 成 了 解决 这 个 问题 的 程序 ,计算 机 就 
按照 这 个 程序 自动 地 进行 工作 。 我 们 把 以 上 的 整个 过 程 由 做 
程序 设计 。 
(二 ) 
程序 设计 可 以 说 是 为 了 利用 电子 数字 计算 机 自动 解 算 问 
题 而 建立 的 一 门 数 学 分 支 。 因 此 ， 要 了 解 程序 设计 所 含 的 内 
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容 , 还 必须 先知 道 一 般 电 子 计算 机 的 基本 构成 。 

一 般 电 子 计算 机 都 包括 五 个 部 分 ， 这 五 个 部 分 叫做 计算 
机 的 硬件 。 这 五 个 部 分 是 ， 

输入 设备 :用 来 输入 指令 或 者 数据 ,并 且 把 它 存 放 在 存储 
器 内 。 

存储 器 :用 来 存放 指令 或 者 数据 。 它 的 构造 象 一 所 楼 房 ， 
有 许多 “房间 ”, 每 一 个 “房间 ”叫做 一 个 单元 ;每 一 个 单元 都 有 
一 个 编号 , 书 做 地 址 。 

控制 器 ， 用 来 控制 程序 的 运行 。 可 以 从 存储 器 内 逐条 取 
出 指令 ,并 且 按 照 顺 序 执 行 。 

计算 器 :进行 运算 的 装置 ,由 几 个 累加 寄存 器 组 成 。 

输出 设备 ;把 所 求 的 结果 通过 打印 机 或 者 穿孔 机 输出 。 

了 解 了 电子 计算 机 的 基本 构造 和 它们 的 功能 ， 再 了 解 程 
序 设计 就 比较 容易 了 。 


关于 程序 设计 的 内 容 
(一 ) 

电子 计算 机 实际 上 包括 两 大 系统 ， 一 个 是 刚才 讲 过 的 本 
件 , 它 是 计算 机 的 物理 装置 ,或 者 叫做 机 器 的 基本 构造 一 个 
是 软件 , 也 叫做 程序 系统 , 它 是 提高 计算 机 使 用 效率 扩 大计 
算 机 功能 的 程序 总 称 , 软件 包括 编译 程序 各 种 服务 性 程序 、 
诊断 程序 ,标准 程序 库 , 操 作 系 统 等 等 。 

软件 这 个 词 是 1959 年 开始 使 用 的 ,主要 是 用 来 和 硬件 外 
对 区 分 计算 机 的 系统 。 从 数学 角度 来 说 ， 要 把 一 个 数据 通过 
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计算 机 自动 解 算出 来 , 不 但 要 有 硬件 , 而 且 还 要 编程 序 , 这 就 
是 程序 设计 。 有 人 曾经 打 过 一 个 比方 ， 就 象 表演 钢琴 协奏曲 
一 样 ,不 但 要 有 钢琴 本 身 , 而 且 还 可 有 乐谱 ;硬件 就 是 钢琴 , 程 
序 设计 就 是 乐谱 。 

程序 设计 的 内 容 就 包括 编制 计算 机 自动 解 算 问 题 过 程 的 
整个 程序 。 

(=) 

如 果 要 计算 两 个 数 a.& 的 和 的 值 ， 这 个 数学 模型 是 比较 
简单 的 ,就 是 

atb=c, 
它 的 运算 过 程 也 很 简单 ， 

第 一 ,输入 数据 a、bs 

第 二 ,由 存储 器 内 分 别 取出 * 和 5, 并 且 送 到 运算 器 内 

第 三 ,进行 加 法 运算 a+b=cs 

第 四 ,把 结果 < 的 值 打印 出 来 。 

这 就 是 计算 a+8 的 程序 。 但 是 电子 计算 机 并 不 认识 这 
些 语言 ,这 样 计算 机 就 要 有 它 所 认识 的 专用 语言 ,也 就 是 机 器 
语言 ,汇编 语言 和 算法 语言 。 

机 器 语言 是 最 早出 现 的 计算 机 语言 ， 它 是 用 二 进 制 的 数 
码 0 和 1 来 表示 的 。 每 一 条 指令 都 可 以 用 若干 位 二 进 制 数 来 
表示 ， 不同 的 计算 机 有 不 同 的 规定 。 举 例 来 说 , 国产 DJS- 
130 机 规定 每 一 条 指令 用 16 位 二 进 制 数码 来 表示, 每 一 位 上 
的 0 和 1 都 代表 一 定 的 意义 。 有 的 数码 代表 操作 命令 ， 有 
的 代表 存储 单元 的 地 址 等 等 。 
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机 器 语言 写 的 程序 ,优点 是 计算 机 可 以 直接 执行 ,不 足 的 
地 方 是 写 起 来 比较 繁 珊 又 不 容易 看 洲 。 因 此 ， 人 们 创造 了 用 
符号 来 表示 指令 的 方法 , 叫 艇 汇编 语言 , 或 者 叫做 符号 语言 。 
如 国产 DIS-130 机 所 用 的 汇编 语言 是 用 LDA 表示 取 数 操 
作 , 用 ADD 表示 加 法 运算 等 等 。 

汇编 语言 虽然 比较 容易 书写 和 阅读 ， 但 是 需要 热 悉 机 舌 
的 一 套 符号 系统 , 而 县 不 局 的 机 咒 符 号 也 不 相同 , 没有 一 般 
性 。 这 样 , 它 只 通用 于 专业 程序 人 员 , 其 他 人员 用 起 来 困难 比 
较 大 。 这 样 , 人 们 又 研究 创制 了 一 种 高 级 语言 ,叫做 算法 请 
言 。 算 法 语言 的 特点 是 比较 接近 于 自然 语言 ， 尤 其 是 和 数学 
语言 很 类 似 ! 它 既 符 合 人 们 的 习 针 ,便于 阅读 ,书写 和 记 亿 , 同 
时 又 不 受 机 器 的 限制 ,其 有 通用 住 。 目 前 ,算法 语言 的 种 类 很 
多 ,每 种 算法 语言 都 规定 有 一 套 基 本 词法 和 基本 语言 ,只 要 严 
客 按 照 舰 定 去 做 ,就 可 以 编写 出 正确 的 程序 。 

(三 》 

用 算法 语言 编制 的 程序 叫做 源 程序 ， 这 种 源 程序 计算 机 
不 能 直接 执行 , 它 需 要 经 过 “翻译 ” 变 成 机 器 语言 才 行 。 翻 详 
工作 的 程序 叫做 编译 程序 或 解释 程序 。 

编译 程序 一 般 都 存放 在 计算 机 的 存储 器 内 。 

对 于 一 些 常用 的 初等 函数 , 数 制 转换 工作 (如 十 进 制 翻译 
成 二 进 制 ), 典 型 的 计算 方法 ,标准 化 的 计算 问题 等 等 ,率先 纺 
好 程序 ,汇集 起 来 存放 在 讨 算 机 的 外 存储 器 里 ,这 样 就 构成 一 
个 程序 库 。 当 一 个 数据 需要 电子 计算 机 解 算 的 时 候 ， 需 要 用 
到 那 一 个 程序 库 里 的 内 容 , 就 通过 解 十 程序 调 来 使 用 。 
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操作 系统 是 由 许多 执行 控制 和 管理 工作 的 子 程序 组 成 的 
大 型 程序 系统 。 

由 于 电子 计算 机 的 使 用 越 来 越 广 泛 越 普及 、 它 对 程序 设 
计 要 求 更 高 了 ,这 样 ,就 使 程序 设计 的 研究 更 加 深入 和 发 展 。 
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一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 


在 这 本 书 里 ,我 他 把 数学 分 成 二 十 二 分 支 学 科 作 了 介绍 ， 
但 是 还 没有 把 现代 数学 的 所 有 分 支 都 包括 进去 。 现 在 所 列 
的 各 个 分 支 并 不 都 是 并 列 的 关系 ， 把 它们 都 按 并 列 关 系 基本 
上 独立 成 章 来 介绍 ,只 是 为 了 便于 谈 者 根据 需要 任 高 选 读 。 
关于 数学 究竟 有 多 少 分 支 , 说 实话 , 我 们 也 限于 水 平 , 作 不 出 
科学 的 断 语 。 各 个 分 支 之 问 的 联系 ， 限 于 篇 昼 也 没有 详细 令 
述 。 
有 些 新 兴 的 数学 分 支 ， 它 们 的 理论 和 方法 正在 这 步 严密 
和 完善 ,它们 的 应 用 初 露 锋芒 ,本 书 也 还 没有 提 到 。 模 类 数学 
就 是 一 个 例子 。 模 糊 数 学 是 建立 在 模糊 集合 基础 上 的 数学 模 
型 。 在 日 常生 活 中 ， 经 常会 遇 到 许多 模糊 的 概念 。 比 如 青年 
和 成 年 \. 极 和 和 不 凉 ,高 和 铸 等 ,就 是 一 对 对 既 有 区 别 又 无 明 
确 界线 的 概念 。 这 些 集 合 的 边缘 模糊 不 清 ， 所 以 所 佣 模 半 数 
学 。 人 们 可 以 任 经 验 识别 这 些 概念 ， 怎 样 用 数学 方法 作 定量 
的 分 析 呢 9 比如 说 论 身 高 的 “高 个 子 ” 这 个 概念 来 说 , 假定 身 
高 1.8 米 算 是 高 个 子 , 那 么 1.79 米 算 不 算 高 个 子 , 身高 1.78 
米 的 个 子 也 不 能 算 作 矮 个 子 吧 ? 看 来 很 不 容易 讲 清楚 。 采 用 
模糊 数学 的 方法 ， 就 能 够 得 出 比较 切合 实际 的 结论 。 现 在 模 
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糊 数学 的 概念 已 经 渗入 到 其 他 数学 部 分 中 去 ， 有 的 人 在 研究 
模糊 拓扑 ,有 的 人 在 研究 模 构 群 论 .模糊 概率 等 等 。 模 糊 数学 
在 自动 控制 模式 识别 、 信 息 检索 ,心理 学 .医学 和 生物 学 等 方 
面 已 经 大 显 身手 。 预 期 这 个 年 轻 的 数学 分 支 将 会 结 出 站 硕 的 
科学 果实 。 

近 十 多 年 来 ,数学 更 得 到 广泛 应 用 ,就 连 被 认为 是 高 度 抽 
象 的 数学 分 支 学 科 , 如 抽象 代数 ,证 函 分 析 ,拓扑 学 等 ,也 在 榨 
制 工程 、 遂 讯 技 术 里 得 到 应 用 。 特 别 是 由 于 电子 计算 机 以 及 
各 种 精密 仪表 提供 的 脉冲 信息 ， 对 工程 系统 的 描述 从 连续 时 
间 转 向 离散 时 则 ， 那 些 古 典 数学 如 数论 等 的 实用 价值 也 愈 来 
人 龟 大 。 比 如 关于 炼油 厂 的 设计 ， 目 前 只 需要 对 少量 石油 进行 
分 折 , 根 据 分 析 数 据 就 可 以 设计 出 一 个 现代 化 的 炼油 厂 ,这 就 
是 最 优化 理论 和 四 似 原理 的 具体 应 用 。 又 比如 新 产生 的 突变 
理论 ， 也 是 运用 数学 工具 来 描述 象 灾难 性 的 或 突如其来 的 中 
变现 象 的 , 它 的 范围 包括 胚胎 变异 .桥梁 断 3 .、 神 经 错乱 、 甚 至 
股票 市 场 贿 汕 等 等 。 运 用 数学 这 个 工具 ,不 仅 能 刻 划 力学 , 物 
理学 的 运动 规律 ,而 且 能 够 指示 化 学 、 生 物体 内 发 生 的 极其 复 
条 的 微观 规律 。 ! 

由 于 电子 计算 机 的 出 现 ， 使 数学 的 研究 方法 也 发 生 了 变 
化 , 它 可 以 通过 大 量 的 计算 ,证 明 那 些 从 概念 上 看 来 应 当 得 出 
某 些 结果 的 数学 难题 ， 也 可 以 通过 计算 一 个 数学 问题 得 出 应 
有 的 结果 ， 然 后 用 传统 的 方法 从 理论 上 加 以 证 明 。 电 子 计算 
宙 将 使 数学 家 从 数学 定理 的 证 明和 浩 繁 的 计算 工作 中 解脱 出 
来 ,把 主要 精力 更 多 地 用 到 创造 性 的 工作 中 去 ,使 科学 技术 返 
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-一 一 一 一 一 人 ~ 


向 新 的 水 平 。 

总 之 ,数学 是 重要 的 , 它 的 分 支 是 众多 的 ,如 果 读 者 看 过 
本 书 某 一 部 分 后 ,可 以 基本 上 对 它 的 研究 对 象 和 内 容 、 基 本 思 
想 和 方法 , 它 的 起 源 和 现状 等 有 所 了 解 ,这 就 算是 达到 我 们 编 
写 这 本 小 册子 的 自 的 了 。 
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后 记 


在 说 酸 编 写本 书 的 内 候 ， 我 们 曾经 就 数学 的 分 支 和 内 容 
进行 了 讨论 , 由 二 近代 数学 分 支 庆 多、 内容 丰 富 ,而 旺 尚 在 日 
益 发 展 , 要 全 面 地 科 介 和 归纳 分 类 , 我 们 觉得 这 是 难于 完成 
的 。 特 别 是 本 书 要 面向 青年 、 中 学 生 和 具有 中 等 文化 水 平 的 
职工 干部 ,更 深 感 难以 胜任 。 

但 是 为 了 满足 广大 青年 中学生 等 读者 的 求知 敏 户 ,在 中 
国 青年 出 版 社 的 大 力 支持 下 ,我 们 经 过 六 复 的 、 详 细 的 讨论 ， 
还 是 拟 出 了 一 个 编写 提纲 , 列 出 了 准备 介绍 的 数学 主要 分 支 ， 
然后 分 工 编写 。 

全 书 除 结论 、 结束语 外 ,介绍 分 支 的 共 二 十 二 宁 ， 共 中 ， 
一 .二 ,三 这 三 竟 是 米 道生 同志 编写 的 : 八 , 九 , 十 ,十 六 ,十 七 
这 五 章 是 陈 天 然 同志 编写 的 ; 沾 八 章 是 李 建 才 同志 编写 的 ， 
加 ,十 一 这 两 章 是 局 春 兹 同志 编写 的 ;二 十 \ 二 十 一 .二 十 二 这 
三 章 是 锐 葛 宗 同 志 编 号 的 ;五 .六 七 .十 二 ,十 三 .十 四 ,十 五、 
十 九 这 八 章 是 胡 杞 同志 编写 的 。 

本 书 原 梧 送审 过 程 外 ， 承 蒙 中 国 青 年 册 睫 社 的 编辑 周志 
进行 了 修订 ,使 本 书 增色 不 少 ,我 们 道 向 他 们 表示 变心 的 感 
证。 
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我 们 的 编写 工 作 , 只 是 初步 尝试 ,缺点 和 错误 是 难免 能 ， 
及 请 广大 读 才 批评 ,指正 。 
米 道生 陈 天 然 。 闻 建 才 
周 春 获 馈 鞠 案 胡 想 
1982 年 四 如 


